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INTRODUCCION

Dentro de la teoria de juegos existe un fenémeno contraintuitivo conocido como
la paradoja de Parrondo, la cual establece que la combinacién o alternancia de es-
trategias individualmente perdedoras puede dar lugar a un resultado ganador. Este
fenomeno ha encontrado aplicaciones en diversas areas como la fisica estadistica [18],
la biologia [46, 6, 9, 51, 50], la economia [45, 27| y la dindmica social [52, 23, 24]. Méas
recientemente, ha cobrado relevancia en el ambito de la informacion cuantica [41, 37|,
donde resulta particularmente interesante su estudio en el contexto de caminatas

cuanticas discretas en el tiempo.

Las caminatas cuanticas discretas en el tiempo son el analogo cuéntico de las
caminatas aleatorias y constituyen uno de los modelos mas verséatiles y estudiados para
describir la dindmica de sistemas cuénticos en redes discretas. El interés creciente en
su estudio se debe a que han demostrado ser una herramienta fundamental tanto
para el analisis de fenémenos de la computaciéon e informacion cuéntica como para
el desarrollo de algoritmos que superan a los desarrollados a partir de su contraparte

clasica, las caminatas aleatorias [48, 7.

Para formular la paradoja de Parrondo en el contexto de las caminatas cuénticas
discretas en el tiempo, se define una estrategia mediante la elecciéon de un operador de
moneda y del estado inicial de la caminata, que en conjunto controlan la interferencia
de las amplitudes de probabilidad que determinan la direcciéon de movimiento del
caminante. Una tendencia positiva del valor esperado de la posicién del caminante en
el tiempo indica que la estrategia es ganadora, mientras que una tendencia negativa

indica que es perdedora.

Si bien existen numerosos trabajos que reportan la emergencia de la paradoja de
Parrondo en caminatas cuanticas discretas, muchos de ellos consideran escenarios de
mayor complejidad, tales como caminatas con multiples monedas [39, 40|, caminatas
de dimension superior [22, 25|, la introduccion de ruido [49, 3], o el uso de monedas
dependientes del tiempo o de la posicion del caminante [38, 3, 32|. En contraste, el

caso mas simple de una caminata cuantica unidimensional discreta en el tiempo con

XI



monedas homogéneas, es decir, operadores de moneda que no dependen de la posicion
ni del tiempo, ha recibido relativamente poca atenciéon. En particular, dos articulos
que abordan este escenario senalan que el comportamiento paradéjico desaparece en
el limite de tiempos largos [11, 26].

Este trabajo tiene como objetivo investigar de manera sistematica la emergencia
de la paradoja de Parrondo en caminatas cuanticas discretas en una linea, empleando
exclusivamente monedas homogéneas. Para ello, usamos operadores de moneda per-
tenecientes a SU(2) e identificamos las condiciones geométricas que deben cumplir
los parametros de un conjunto seleccionado de estrategias para ser clasificadas co-
mo ganadoras o perdedoras. A partir de esto, definimos las fases que conducen a la
emergencia del comportamiento paradéjico.

Este documento esta organizado de la siguiente manera: el capitulo 1 expone
los fundamentos tedricos necesarios para el desarrollo del trabajo, incluyendo una
introduccion a las caminatas cuanticas discretas en el tiempo y la formulacion de la
paradoja de Parrondo. El capitulo 2 detalla las especificaciones del problema aborda-
do y presenta los resultados obtenidos, iniciando con la clasificacion sistematica del
conjunto de estrategias seleccionado y concluyendo con la construcciéon de diagramas
de fase que permiten identificar las regiones donde emerge la paradoja de Parrondo y
otros fendmenos. El capitulo de Conclusiones y trabajo futuro sintetiza los hallazgos
principales y propone posibles lineas de investigacion. Finalmente, el apéndice A con-
tiene la deduccion analitica de los valores del dngulo de rotacion que anulan el valor
esperado de la posicion, mientras que el apéndice B describe las actividades realizadas

en el marco de los ejes de extensiéon y docencia.
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1. FUNDAMENTOS TEORICOS

1.1. Caminatas cuanticas

Una caminata aleatoria es un proceso estocéstico en el que un caminante se des-
plaza a través de una red de posiciones discretas, siendo la direccién de su movimiento
determinada de manera probabilistica. Una caminata cuéntica es la versiéon cuantica
del proceso anterior, en la cual la evolucion del sistema sigue las reglas de la mecéanica
cuantica. A diferencia del caso clasico donde el caminante ocupa una tnica posicion
en cada paso, en una caminata cuantica el caminante se halla en una superposiciéon de
posiciones dentro de la red (ver fig. 1.1). Esto da lugar a la aparicion de interferencia,
lo que conduce a que el sistema evolucione de forma distinta a como lo haria una
caminata aleatoria.

Existen dos modelos de caminatas cuanticas de acuerdo con la naturaleza del pa-
rametro temporal: continuas y discretas en el tiempo. Estas tltimas (abreviadas como
DTQW por sus siglas en inglés discrete-time quantum walks) son las que conciernen

a este proyecto, por lo que profundizaremos en ellas a continuacion.

| L t
; 1 4 T
; L 3 T
) 1

: L : T

-5 -4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

ot
o

|z)

ot

(a) Caminata aleatoria (b) Caminata cuantica

Figura 1.1. Comparacion esquematica entre: (a) una realizacion particular de una caminata
aleatoria en una linea, y (b) la evolucion de una caminata cuéntica en tiempo discreto, donde
el caminante se propaga en una superposiciéon de estados de posiciéon en cada paso temporal
t.



1.1.1. Modelo matematico y dinamica de una DTQW

Las caminatas cuanticas discretas en el tiempo consisten en un sistema cuéntico
denominado caminante que posee dos grados de libertad: uno espacial, asociado a su
posicion, y otro interno, denominado moneda. El estado total del sistema evoluciona
en un espacio de Hilbert compuesto, Ht = H, ®@H., formado por el producto tensorial
del espacio de posicién del caminante H,,, cuyos vectores de la base representan las
posiciones discretas en la red, y el espacio de la moneda H., cuyos vectores de la base
representan los estados internos que determinan la direcciéon del movimiento en cada

paso temporal [48].

La evolucion de las DTQW esté gobernada por un operador de evolucion unitario

que se aplica al sistema total en pasos de tiempo discretos [48|:
U=5-(1,®0C), (1.1)

donde C' (del inglés coin) es el operador de moneda y S (del inglés shift) es el operador
de desplazamiento condicional. El operador de moneda es un operador unitario que
actiia tnicamente sobre el subespacio de la moneda, generando una superposiciéon de
direcciones posibles, lo cual cumple un papel similar al lanzamiento de una moneda en
una caminata aleatoria. Este operador puede ser homogéneo, si permanece constante
durante toda la caminata, o no homogéneo, si depende del tiempo o de la posicion
del caminante. Por otro lado, el operador de desplazamiento es un operador unitario
que actiia sobre el sistema total y desplaza al caminante sobre la red de acuerdo con

el estado de la moneda.

Dada esta dinémica, el estado de la caminata en un paso temporal ¢ esta dado
por

i) = U |—1) = U" |tho) | (1.2)

donde [t)g) es el estado inicial de la caminata. Generalmente, |1y) se prepara como
un estado producto del espacio total Hr [48]; es decir, [th) = |z), ® |co),, donde
los subindices p y ¢ denotan la pertenencia de los estados a los espacios de Hilbert
de la posicién y de la moneda, respectivamente. Esto se realiza con la finalidad de

simplificar tanto el analisis tedrico como la implementaciéon experimental.

En este proyecto implementamos caminatas cuanticas discretas en una linea
(DQWL del inglés discrete quantum walks on a line [48]), las cuales constituyen
un caso particular de DTQW, donde la evolucion del sistema ocurre sobre una red

unidimensional de posiciones etiquetadas por niimeros enteros. Las DQWL emplean



una moneda de dos niveles, y el operador de desplazamiento mueve al caminante un
paso hacia la derecha o la izquierda dependiendo de si el estado de la moneda es |0),

o |1)., respectivamente. Matematicamente, este operador esta dado por [48]
=" (lz+ 1, (a] @ |0).(0] + [ = 1), {al @ 1)41]) (1.3

Para comprender mejor la dindmica de este modelo, calcularemos los primeros
dos pasos de evoluciéon de un ejemplo sencillo de DQWL. Emplearemos el operador

de moneda més utilizado en las DTQW: el operador de Hadamard, definido como

1

V2

Supongamos que el caminante inicia en la posicion ]0>p con la moneda preparada

H = —= (10)o(0] + 10), (1] + [1)40] = [1).(1]). (1.4)

en el estado (|0), +i|1),) /v/2. Para calcular el estado de la caminata en el primer
paso temporal debemos aplicar el operador de evoluciéon unitario de la ec. (1.1) al
estado inicial de la caminata |1)y). Primero, el «lanzamiento» de la moneda mediante
la aplicacion de H sobre el estado inicial de la moneda coloca al sistema en una

superposicion de sus estados internos:

(1, ) o) = [0), ® 3 [(1+D)10), + (1 =) [1),] (15)

y, posteriormente, la aplicacion del operador de desplazamiento .S mueve al caminante

seglin su estado interno, obteniendo asi que el estado de la caminata en t =1 es

) = S (1, H) o) = 5[(1+1) 1, ©10), + (1 D) -1,©1),]  (16)

Para calcular el estado en el segundo paso de tiempo (¢ = 2), aplicaremos nuevamente
el operador U al estado anterior. Con la finalidad de simplificar la lectura, a partir de
ahora prescindiremos de los subindices p y ¢ y escribiremos el producto tensorial de
la forma |a) ® |b) = |a,b). Cuando el operador de moneda H actta sobre los estados

internos de [11), el sistema se expande a una superposicion de cuatro términos:
1 . :
(M®HH%%—XERLHKW®+HJ»+ﬂ—004ﬁ%ﬂ%ﬂw- (17)
Finalmente, al aplicar el operador S obtenemos:
) = S (1, @ H) o) = 5= [0+ (12.0)+10,1) ) +(1-1) (J0,0) = [-2.1))] - (1.8
2v/2
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El proceso anterior ilustra como, a diferencia del caso clasico donde el caminante
ocupa una Unica posicion en cada paso, la naturaleza cuantica de la moneda lleva a que
el sistema evolucione hacia una superposicion de estados de posicion. Este fendémeno
es el que permite la aparicion de interferencia cuéntica, lo cual conduce a una dindmica
de propagacion drasticamente distinta a la de una caminata aleatoria, como veremos

a continuacion.

1.1.2. Distribucién de probabilidad, valor esperado y varianza
de una DQWL

La probabilidad de encontrar al caminante de una DTQW en la posiciéon x en

el tiempo t esta dada por
P(l’,t) = Z|<$,C|¢t>|2, (19)

donde la suma se realiza sobre los estados de la moneda. A partir de esta distribucion,
el valor esperado de la posicién se define como el promedio ponderado de todas las
posiciones posibles, donde los pesos estdn dados por la distribucién de probabilidad

de la posicion del caminante:
(X) =) xP(x1). (1.10)

En el caso clasico, una caminata aleatoria unidimensional con una moneda bi-
dimensional no sesgada (es decir, una moneda con probabilidad 1/2 de obtener cada
cara), posee una distribucion de probabilidad de la posicion del caminante binomial
simétrica alrededor de su posicién inicial, lo cual resulta en un valor esperado de la
posicion nulo para todo ¢ [44, 42|. Un desplazamiento medio distinto de cero solo apa-
rece si se introduce un sesgo en la moneda, es decir, si las probabilidades de obtener
cada cara son py 1 —p con p # 1/2. En contraste, para una caminata cuéntica el
comportamiento del valor esperado de la posicion estéa gobernado por la interferencia
cuantica [19]. Por lo anterior, la eleccion del estado inicial de la moneda puede rom-
per la simetria de la distribucién de probabilidad incluso empleando una moneda no
sesgada, es decir, un operador de moneda que produce probabilidades iguales para
moverse hacia la izquierda y hacia la derecha al actuar sobre los estados base de la

moneda [47], dando lugar a un valor esperado distinto de cero.
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Adicionalmente, la varianza de la posicion,
2
o; = (X?), — (X);, (1.11)

muestra una diferencia drastica en la tasa de dispersion entre una caminata aleatoria
y una caminata cuéntica. Mientras que la caminata aleatoria es un proceso difusivo
donde la varianza crece linealmente con el tiempo (02 o t) [44], la caminata cuéntica
presenta una propagacion balistica, donde la dispersion crece cuadraticamente (02 o
t?) [48]. Este fenémeno es consecuencia directa de la interferencia y es altamente

sensible a los parametros del operador de la moneda y del estado inicial.

1.2. Paradoja de Parrondo

La paradoja de Parrondo es un fenémeno contraintuitivo de la teoria de juegos
que establece que la combinaciéon o alternancia de dos estrategias de juego o juegos que
individualmente son perdedores (es decir, que en promedio llevan a una pérdida) puede
resultar en una estrategia o juego ganador (que en promedio lleva a una ganancia) [1].
Este fenomeno se denomina «paradoja» porque desafia la intuicién inmediata [17]:
parece contradecir el sentido comiin al sugerir que «dos formas de perder» puedan
combinarse para ganar. Sin embargo, no constituye una contradiccion logica ni viola
las leyes de la probabilidad; al contrario, es un fenémeno completamente explicable
dentro del marco de los procesos estocasticos [33].

Para ilustrar la paradoja, veremos ahora el ejemplo clésico introducido por G. P.
Harmer y D. Abbott en 1999 en la ref. [16]. En este ejemplo, un jugador empieza con
un capital (usualmente de cero unidades) y en cada turno elige jugar uno de dos juegos
de azar (A y B), en los cuales deberé lanzar una moneda de acuerdo a las reglas del
juego escogido. En ambos juegos, si el jugador obtiene cara, su capital incrementara
en una unidad; mientras que si obtiene cruz, su capital disminuira en una unidad. El
juego A consiste en lanzar la moneda 1 que tiene probabilidad 1/2—¢ de caer en cara,
siendo € un numero pequeno positivo (por ejemplo, 0.005). Jugar individualmente el
juego A lleva en promedio a una pérdida, como se ilustra en la curva naranja de la
fig. 1.2. Por otro lado, el juego B utiliza las monedas 2 y 3, cuya eleccién depende
del capital acumulado del jugador: se utiliza la moneda 2 si el capital es multiplo de
un entero positivo M y se utiliza la moneda 3 en caso contrario. Tomando M = 3, la
moneda 3 se juega con mayor frecuencia que la moneda 2. Si asignamos a la moneda

3 una probabilidad favorable de obtener cara, como 3/4 — ¢; pero asignamos a la
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moneda 2 una probabilidad muy baja de obtener cara, como 1/10 — &, entonces el
efecto desfavorable de la moneda 2 superara al efecto de la moneda 3. Por lo anterior,
el juego B individualmente también llevara en promedio a una pérdida, como se
visualiza en la curva roja de la fig. 1.2. Sin embargo, si alternamos de forma periédica
dos juegos de A seguidos de dos de B, o si se alternan los juegos A y B de manera
aleatoria, ocurrird un rapido incremento del capital, como se ilustra en las curvas

verde y azul de la fig. 1.2.

S
=
£
S Alternancia periddica (AABB)
& ]
= 1 — Alternancia aleatoria
& ]
= Juego A
O 4
{ — Juego B

0 20 40 60 80 100
Ntumero de juegos

Figura 1.2. Reproduccion del ejemplo propuesto por G. P. Harmer y D. Abbott para

ilustrar la paradoja de Parrondo. Cada juego es individualmente perdedor; sin embargo, al

alternarlos de manera periédica (AABB) o aleatoria, emerge un comportamiento ganador.
Los resultados se promediaron a partir de 10 000 simulaciones de 100 juegos cada una.

La paradoja se resuelve al notar que los juegos no son independientes: comparten
el mismo capital del jugador, lo que genera una interaccion no lineal entre ellos. La
dindmica del juego B por si solo hace que el capital pase mucho tiempo en los estados
desfavorables, atrapandolo en ciclos que producen una pérdida neta a largo plazo. Sin
embargo, al alternar con el juego A, este tltimo actiia como un «mezcladory: cada vez
que se juega A, el capital sube o baja casi al azar (con probabilidades muy parecidas),
rompiendo los ciclos y reduciendo significativamente la frecuencia de veces que se usa
la moneda desfavorable de B. Como resultado, el sistema pasa mas tiempo en los
estados favorables de B (donde la probabilidad de ganar es muy alta), lo que invierte

la tendencia y convierte la combinaciéon de los juegos en una estrategia ganadora.



1.2.1. Origen de la paradoja de Parrondo

Los juegos de Parrondo son un conjunto de juegos de azar o de estrategias que
ilustran la paradoja de Parrondo. Estos juegos surgieron como una analogia peda-
gbgica de una version discreta del trinquete browniano intermitente, formulada por
J. M. R. Parrondo en 1996 [1]. El trinquete browniano intermitente puede visuali-
zarse como un conjunto de particulas brownianas (i. e., particulas suspendidas en
un fluido que experimentan movimiento aleatorio debido a colisiones constantes con
las moléculas del fluido circundante) que se mueven en una pendiente que alterna de
forma intermitente entre dos perfiles: uno plano y otro en forma de dientes de sierra
asimétricos [16, 36|, como los que se muestran en la fig. 1.3. Las particulas brownianas
tienden a desplazarse hacia abajo tanto en la pendiente plana como en la que tiene
forma de dientes de sierra. A pesar de ello, la alternancia entre ambos perfiles genera
un movimiento neto ascendente de las particulas [16, 36].

Para entender como funciona el trinquete browniano intermitente, imaginemos
que se dejan caer particulas brownianas en el punto C de la fig. 1.3 con el perfil plano
activado. Las particulas se dispersaran en ambas direcciones, con un sesgo de moverse
hacia abajo. Si se «enciende» el perfil de dientes de sierra justo antes de que alguna
particula pase el punto D, entonces las particulas que se desplazaron ligeramente
hacia arriba, logrando atravesar el punto B, tenderan a caer en el valle del punto A,
y el resto tenderan al valle del punto de partida C. Luego de varias repeticiones se
observa que el movimiento promedio de las particulas es ascendente, contrario a lo
que sucede con cada perfil de manera individual [36, 18].

A BC D

/\/\/\/\

Figura 1.3. Esquema ilustrativo del mecanismo del trinquete browniano intermitente.

Aunque ya se conocian fenémenos relacionados, Parrondo fue el primero en mos-
trar el efecto con una formulacion clara de teoria de juegos [1]. Con el tiempo, la
paradoja ha encontrado aplicaciones en diversos campos ademas de la fisica estadis-
tica [18], como la biologia [46, 6, 9, 51, 50|, la economia [45, 27| y la dinadmica so-

cial [52, 23, 24|; extendiéndose incluso al &mbito de la informacion cuantica [41, 37].
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En particular, su emergencia en las caminatas cuanticas discretas en el tiempo re-
sulta de gran interés, ya que estas constituyen modelos versétiles para el estudio de
fenémenos cuanticos y pueden ser implementadas experimentalmente de diferentes
formas, siendo algunas de ellas las que emplean plataformas fotonicas [34], trampas

de iones [54] o cubits superconductores [14].

1.2.2. Paradoja de Parrondo en DTQW

En el contexto de las caminatas cuénticas discretas en el tiempo, la eleccion
de un operador de moneda cuantica junto con un estado inicial de la caminata es
analoga a la eleccion de una estrategia para conseguir que el caminante se mueva
en una direccion preferencial [32]. Una forma comun de definir una estrategia como
ganadora o perdedora en una DQWL es mediante la tendencia del valor esperado del
operador de posicion en funcion del tiempo [2, 32|: debido a que el valor esperado de
la posicion describe la posicion media del caminante tras un ntumero dado de pasos
temporales, una tendencia positiva a lo largo del tiempo corresponde a una estrategia
ganadora, mientras que una tendencia negativa corresponde a una perdedora [2, 32|.

La investigacion de la emergencia de la paradoja en caminatas cuanticas dis-
cretas en el tiempo fue precedida por el estudio del mismo fenémeno en un modelo
equivalente: autématas cuanticos unidimensionales de gas reticular con una tnica
particula [43]; para lo cual emplearon un potencial dependiente de la posicion y del
tiempo [30, 31] (y ruido [29]). Mas tarde empezaria la busqueda de la emergencia
de la paradoja de Parrondo en las DTQW, siendo la primera aproximaciéon en la
ref. [12], donde estudiaron un fenémeno relacionado: mostraron que combinando un
juego sesgado (una DTQW multimoneda donde el lanzamiento de la moneda en ca-
da paso de tiempo depende de lanzamientos previos) y uno no sesgado (una DQWL
con moneda homogénea) se puede obtener un resultado con sesgo contrario al primer
juego. Posteriormente, en la ref. [2] demostraron que la paradoja puede surgir no solo
mediante secuencias periddicas de estrategias (como se habia hecho hasta ese momen-
to), sino también mediante la mezcla aleatoria de las mismas; empleando una DQWL
dependiente de la posicion. En el mismo articulo (ref. [2]) propusieron un modelo de
DTQW cooperativa para hacer emerger la paradoja.

Los autores de la ref. [2| advirtieron que, el efecto de la paradoja de Parrondo
en las DTQW podria desvanecerse a tiempos largos y algunos autores [11, 26| em-
pezaron a reportar que efectivamente la paradoja era transitoria para sus modelos

propuestos. Ante esta problematica, en la ref. [39] optaron por emplear un sistema
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con dos monedas cuanticas (y posteriormente con tres monedas [40]) para implemen-
tar la paradoja de Parrondo «genuina» (que perdurara incluso en el limite asintotico).
Con el mismo objetivo, aparecieron algunas propuestas |22, 25| que recurren a cami-
natas de alta dimension y otros enfoques en donde se introduce ruido [49, 3|. Si bien
estos métodos han demostrado con éxito la emergencia de la paradoja en caminatas
cuanticas discretas, algunos autores han optado por utilizar monedas no homogéneas
para lograr efectos similares en modelos mas simples de caminatas. Por ejemplo, en
las refs. [38, 32| emplearon monedas dependientes del tiempo, mientras que en las
refs. [3, 32| utilizaron monedas dependientes de la posicion.

Aunque la paradoja de Parrondo ha sido ampliamente investigada, ain existen
aspectos abiertos en su manifestaciéon dentro de las caminatas cuanticas. En parti-
cular, poco se ha investigado su emergencia en un escenario més sencillo de cami-
natas cuanticas: el de una DQWL con monedas exclusivamente homogéneas. En las
refs. [5, 11] emplean monedas homogéneas que alternan en cada paso de tiempo de
una DQWL, mientras que en la ref. [26] emplean monedas homogéneas que combinan
segin la posicion del caminante. A pesar de ello, en la ref. [5] demuestran realmente
que alternando juegos sesgados es posible obtener un juego no sesgado, lo cual es un
fenomeno distinto a la paradoja de Parrondo; mientras que en las refs. [11, 26|, repor-
tan que obtuvieron un resultado transitorio, i. e., el efecto paraddjico se desvanece en
tiempos suficientemente largos. En este trabajo presentamos la primera verificacion
reportada de la emergencia de la paradoja de Parrondo en una DQWL utilizando

exclusivamente monedas homogéneas, cuya manifestacion perdura en el tiempo.






2. RESULTADOS

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos tras el estudio de la para-
doja de Parrondo en el escenario mas simple de una DTQW. En la sec. 2.1 definimos
qué es una estrategia y los criterios para su clasificaciéon como ganadora, perdedora,
nula o indeterminada. Establecemos como se realiza la combinacion de estrategias
y delimitamos el conjunto de estrategias a estudiar. Posteriormente, en la sec. 2.2
establecemos un método para clasificar las estrategias individuales de forma sisteméa-
tica, empleando relaciones geométricas entre sus parametros. Identificamos ademés
las condiciones que deben cumplir las estrategias a combinar para que emerja la pa-
radoja. Finalmente, en la sec. 2.3 construimos diagramas de fase que delimitan las

regiones en las cuales emerge este fenémeno.

2.1. Parametrizacion del problema en el escenario

mas simple

En el contexto de las DTQW, una estrategia (o juego de Parrondo) se construye
tomando un operador de moneda y un estado inicial de la caminata. En este trabajo,
los operadores de moneda que utilizaremos seran elementos del grupo SU(2), el cual
describe todas las posibles rotaciones de la esfera de Bloch. Sus elementos pueden

expresarse de forma general como
.0~ o
C(6,a,¢) = e 1307, (2.1)

donde 7 es un vector unitario en R? que corresponde al eje de rotacion, descrito por
los angulos polar « y azimutal ¢; 6 es el angulo de rotaciéon alrededor de dicho eje, y
7 = (04, 0y, 0,) es un vector compuesto por las matrices de Pauli. Para los estados
iniciales de la caminata emplearemos estados producto |¢g) = |z, co) con posicion
inicial localizada (i. e., el caminante se encontrara con certeza en un tnico sitio de

la red al inicio de la caminata) y superposicion en el estado inicial de la moneda:
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lco(B3,7y)) = cos(/2) |0) +e7sin(3/2) |1). Dado que el operador de moneda empleado
es homogéneo, la dinamica de la caminata cuéntica es traslacionalmente invariante, es
decir, un desplazamiento en el estado inicial de la posicién no altera las propiedades
estadisticas del sistema [48]. Por lo anterior, fijaremos el estado inicial de la posicion
en |zg) = |0), sin pérdida de generalidad.

En este trabajo definimos una estrategia como ganadora, perdedora, nula o inde-
terminada de acuerdo al comportamiento a lo largo del tiempo del valor esperado de
la posicion de la DQWL correspondiente. Una estrategia es ganadora si la tendencia
de su valor esperado de la posicion en funciéon del tiempo es positiva, como se muestra
en las figs. 2.1a y 2.2a; es perdedora si su valor esperado de la posicion en funcion del
tiempo muestra una tendencia negativa, como se observa en las figs. 2.1b y 2.2b; es
nula si su valor esperado de la posicién es igual a cero para todo ¢, como se ilustra
en la fig. 2.1c; o es indeterminada si no puede ser clasificada como ninguna de las

anteriores, como se ejemplifica en la fig. 2.2c.

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t t
(a) Estrategia ganadora (b) Estrategia perdedora (c) Estrategia nula
Figura 2.1. Clasificacién de estrategias de acuerdo a la tendencia de su valor esperado de la

posicion en el tiempo: (a) tendencia positiva, (b) tendencia negativa, (c) tendencia constante
(nula).

El estudio de la paradoja de Parrondo, en este trabajo, requiere analizar com-
binaciones de dos estrategias con el mismo estado inicial. Para ello, consideramos
la dinamica total como la aplicacién sucesiva de dos monedas C; y Cy, seguida del

operador de desplazamiento condicional S i. e.,
U=5(1,8C;)=5(1,2Cy-C). (2.2)
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ClO=%Fa=350=%) Cl=%a=%0¢=%) Cl=ma=30¢=3)
1.0} -
0.5
S 0.0
-0.5W
~1.0;

0 20 40 60 8 100 O 20 40 60 8 100 O 20 40 60 &80 100
t t t
(a) Estrategia ganadora (b) Estrategia perdedora (c) Estrategia indeterminada
Figura 2.2. Clasificacion de estrategias con comportamientos oscilatorios. (a) Tendencia
positiva a tiempos largos, (b) tendencia negativa a tiempos largos, (c)tendencia indetermi-

nada: el valor esperado de la posicién es negativo para valores de tiempo impares y nulo
para valores pares.

Al combinar dos estrategias obtenemos una nueva que depende de ocho paré-
metros reales: tres por cada moneda y dos del estado inicial comun. Este espacio
de parametros es demasiado complejo para un estudio sisteméatico, por lo que nos
restringiremos a un caso particular que sigue siendo de interés. Impondremos dos
condiciones: (1) que el estado inicial de la moneda se sittie en el plano zy de la esfera
de Bloch (8 = 7/2), y (2) que ambas monedas compartan el mismo eje de rotacion,

es decir

C, = 01(91, «, ¢); Cy = 02(92, a, ¢)- (2-3)

Con estas restricciones, la caracterizacion de dos estrategias combinadas queda redu-
cida a cinco parametros reales independientes: el angulo azimutal + del estado inicial
de la moneda, los angulos polar o y azimutal ¢ del eje de rotacién comun a ambas

monedas y los angulos de rotacion ¢, y 65 de cada una.

2.2. Clasificacion de estrategias variando un para-

metro

Fijando un estado inicial de la moneda ubicado en el plano zy de la esfera de
Bloch |co(f = 7/2,7)) y un eje de rotacion n(a, ¢), determinaremos los intervalos de

valores de 6 que producen estrategias ganadoras o perdedoras. Para ello, analizaremos
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el comportamiento del valor esperado de la posiciéon en funcién de 6 a través del
tiempo. Por ejemplo, en la fig. 2.3d se observa que, para el estado inicial de la moneda
lco(B = m/2, v =0)), las estrategias C (0, « = 37/4, ¢ = 7/2) con 6 € (0,7) generan
un valor esperado de la posicién con tendencia negativa conforme avanza el tiempo,
por lo que estos valores de 6 producen estrategias perdedoras. En contraste, cuando
0 € (m,2m), el valor esperado de la posicién muestra una tendencia positiva, por lo

que dichos valores del dngulo de rotacién producen estrategias ganadoras.

Los intervalos anteriores estan delimitados por el angulo de rotaciéon no nulo
para el cual el valor esperado de la posicion es cero para todo t. A este valor lo
denominaremos dngulo de rotacion critico (6.) porque delimita la transicion entre
estrategias perdedoras y ganadoras: todo 6 € (0,6.) produce estrategias de un tipo

(ganadoras o perdedoras) y todo 6 € (6., 2m) produce estrategias del tipo contrario.

Para cualquier configuracion fija {|co(5 = 7/2,7)) ,n(a, @)}, el valor trivial § = 0
anula el valor esperado de la posiciéon para todo t. Como se deduce en el apéndice A,
de acuerdo a las relaciones geométricas entre el estado inicial de la moneda y el eje
de rotacion, puede darse uno de estos tres escenarios: (1) aparece un tnico valor de ¢
que anula el valor esperado de la posicion (el valor trivial), (2) aparecen dos valores
de 6 que anulan el valor esperado de la posicion (el trivial y el valor critico), o (3)

todos los valores de 0 € [0,27) anulan el valor esperado de la posicion.

Cuando el eje de rotacion se ubica fuera de los polos y del ecuador de la esfera
de Bloch (sina # 0 y cosa # 0), y ademds su proyeccion en el plano zy es paralela
o antiparalela al vector de Bloch del estado inicial de la moneda [sin(y — ¢) = 0], la
solucion trivial constituye el inico angulo de rotacion que anula el valor esperado de la
posicion para todo ¢. En tal caso, todos los valores de 6 € (0, 27) generan estrategias de
un solo tipo, ya sea exclusivamente ganadoras (fig. 2.3a) o exclusivamente perdedoras
(fig. 2.3b). Los resultados numéricos indican que, si el eje de rotacion se encuentra
en el hemisferio norte [ € (0,7/2)], las estrategias resultan ganadoras cuando la
distancia azimutal es nula [(y — ¢) méd 27 = 0], y perdedoras cuando esta equivale
a7 (7 — ¢) méd 2r = 7. Dicho comportamiento se invierte si el eje de rotacion se

sitta en el hemisferio sur [o € (7/2, 7)].

Por otro lado, cuando el eje de rotacion se ubica fuera de los polos de la esfera de
Bloch (sin v # 0) y ademés su proyeccion en el plano zy no es paralela ni antiparalela
al vector de Bloch del estado inicial de la moneda [sin(y — ¢) # 0, aparece un tnico 6

no nulo que anula el valor esperado de la posicién para todo t. Este es el valor critico
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estrategias ganadoras. estrategias perdedoras.
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(c) El valor 0. =~ 3.94091 delimita dos interva- (d) El valor §. = 7 delimita dos intervalos: es-
los: estrategias ganadoras [0 € (0, 0.)] y estrate- trategias perdedoras [0 € (0, 6.)] y estrategias
gias perdedoras [0 € (6., 27)]. ganadoras [0 € (6, 2)].
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30F ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
20F .
10f 1
50 2
-1 | — 50
208 1 —s
~30f ]
: ;{ z‘r 3n ‘ 5‘7r 3 T 2‘ — 100
0 3 3 T T T 3 7 2

(e) No existen estrategias ganadoras ni perdedo-
ras.

Figura 2.3. Valor esperado de la posicion en funcion del angulo de rotacion de la estrategia
para los tiempos t = 1, 2, ..., 5. Para valores fijos de a, ¢ y v ocurre uno de los siguientes
tres escenarios: en (a) y (b) aparece un tnico valor de 6 que anula el valor esperado de la
posicion (el valor trivial); en (c) y (d) aparecen dos valores de 6 que anulan el valor esperado
de la posicion (el valor trivial y el critico); y en (e) todos los valores de 6 € [0, 27) anulan el
valor esperado de la posicién.
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T si cosa =0 0 cos(y —¢) =0,

tan(y — ¢)
COS &

(2.4)
2 arctan {—

} mod 27 en otro caso.
En este caso, todos los valores de 6 € (0,6.) producen estrategias de un tipo (gana-
doras o perdedoras), mientras que los valores de 6 € (6., 27) producen estrategias del
tipo contrario. Como indican los resultados numéricos, el tipo de estrategia asociado
a cada intervalo esta determinado por la diferencia azimutal entre el estado inicial
de la moneda y el eje de rotacién. Cuando (7 — ¢) méd 27 € (0, 7) observamos que
los valores de 6 € (0,60.) producen estrategias ganadoras, mientras que 6 € (0., 2m)
produce estrategias perdedoras (ver ejemplo en la fig. 2.3c). Por el contrario, cuan-
do (v — ¢) méd 27 € (m, 2m) observamos que el primer intervalo produce estrategias

perdedoras, mientras que el segundo produce estrategias ganadoras (ver ejemplo en
la fig. 2.3d).

Finalmente, si el eje de rotacién se ubica en los polos de la esfera de Bloch
(sina = 0), o si este es colineal con el vector de Bloch del estado inicial de la moneda
[cosa = 0y sin(y — ¢) = 0], entonces todos los valores de 6 € [0, 27) anulan el valor
esperado de la posicion. Por lo tanto, para este caso no existen estrategias ganadoras

ni perdedoras en todo el intervalo (ver fig. 2.3e).

Llegados a este punto, sabemos clasificar estrategias a partir de la cantidad de
valores de € que anulan el valor esperado de la posicién y de ciertas condiciones
asociadas a sus parametros 7, a y ¢. Analicemos ahora como emerge la paradoja
de Parrondo: buscamos dos estrategias perdedoras que combinadas produzcan un
resultado ganador. Considerando que el eje de rotacion es el mismo para las monedas

que se seleccionen [cf. ec. (2.3)], la combinacion estara dada por

02(927 «, ¢) ' Cl(ela «, (b) = 03(637 «, (b)? (25)

donde 03 = (01 + 02) mdd 2w. Es decir, buscamos dos valores ¢, y 05 que produzcan
estrategias perdedoras, tales que 63 produce una estrategia ganadora. Ya que las mo-
nedas C1, Cy y C3 comparten el mismo eje de rotacion n(a, ¢), se hace evidente que pa-
ra producir la paradoja requerimos tomar configuraciones {|co(8 = 7/2,7)), (o, @)}
para las cuales exista un angulo de rotacion critico, pues necesitamos que para un
mismo estado inicial de la moneda y un mismo eje de rotaciéon existan estrategias

tanto ganadoras como perdedoras. Por lo anterior, solo serdn de nuestro interés las
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configuraciones que satisfagan sina # 0 y sin(y — ¢) # 0.

2.3. Diagramas de fase de la emergencia de la para-
doja

En la seccion anterior establecimos las condiciones matematicas sobre los paré-
metros de una estrategia individual para que esta sea ganadora, perdedora o nula. En
esta seccion presentaremos diagramas de fase en donde, dados un estado inicial de la
moneda en el plano zy de la esfera de Bloch y un eje de rotacion, se establecen las
fases de la emergencia de la paradoja de Parrondo variando los angulos de rotacion
de las estrategias a combinar.

Primero, observemos un ejemplo de la emergencia de la paradoja de Parrondo.
Consideremos el estado inicial de la moneda y el eje de rotacion de la fig. 2.3d:
lco(B=m/2,7v=0)) y n(a = 3n/4, ¢ = 7/2). Para estos parametros, aparece el
angulo de rotaciéon critico . = w. Como muestra la figura, los valores de 6 en el
intervalo (0, . = ) producen estrategias perdedoras, mientras que los demés generan
estrategias ganadoras. Por lo tanto, si elegimos angulos de rotacion 61,6, € (0, )
de modo que su suma satisfaga (61 + 02) méd 27 € (7, 27), emergera la paradoja de
Parrondo. Un ejemplo de esto se ilustra en la fig. 2.4, donde se han tomado los valores
0, = 3rw/4y 6, = T /8 que producen individualmente estrategias perdedoras, como
se muestra en las figs. 2.4a y 2.4b; y al combinarse producen la estrategia ganadora
con angulo de rotacion 03 = 137/8, como se muestra en la fig. 2.4c.

Para este punto contamos con los elementos necesarios para construir los diagra-
mas de fase de Parrondo en funcion de los dngulos de rotacion 6 y 6. La ec. (2.4)
proporciona el angulo de rotacion critico que delimita los intervalos de valores de 6
que producen estrategias ganadoras y perdedoras. Este angulo, a su vez, establece las
desigualdades que definen las distintas fases que se producen al combinar estrategias,
las cuales se visualizan en los diagramas de fase mostrados en la fig. 2.5. Para facilitar
la interpretacion, las estrategias ganadoras se denotaran mediante la letra «W» (del
inglés winning) y las perdedoras con la «L» (del inglés losing). Aparecen seis fases: las
paradojicas, LoL =W y Wo W = L; las intuitivas, LoL=Ly Wo W =W; y las
mixtas, Lo W =W juntocon WoL=W y Lo W = L junto con W o L. = L. Sin em-
bargo, dado que las rotaciones alrededor del mismo eje conmutan, la composicion de
estrategias cumple la propiedad conmutativa (L o W = W o L), reduciendo las fases
mixtas a inicamente dos independientes: LoW =WoL=WyLoW=WoL =L.
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Figura 2.4. Ejemplo de la emergencia de la paradoja de Parrondo. Los valores individuales
01 = 3m/4y 62 = 7w /8 producen resultados perdedores, como se muestra en los paneles (a)

y (b). Sin embargo, al combinarlos, i. e., al emplear 03 = 61 + 0 = 137/8, se obtiene un
resultado ganador, tal como se observa en el panel (c).

Existen dos diagramas de fase tipicos determinados por la condicion que satisface
la diferencia azimutal entre el vector de Bloch del estado inicial de la moneda y el eje
de rotacion. En la fig. 2.5a se muestra un ejemplo en el que se satisface la condicion
(v — ¢) méd 2r € (0,7). Para esta condicion, las fases estan gobernadas por las

desigualdades

0<f<b., — W,
(2.6)

0. <60 <2r — L.

Por otro lado, en la fig. 2.5b se ilustra el diagrama de fase para los parametros del
ejemplo de la emergencia de la paradoja analizado al inicio de esta seccion, en donde
se cumple que (y—¢) méd 27 € (7, 27). Bajo esta condicion, los intervalos ganadores

y perdedores se intercambian, dando lugar a las desigualdades

L
{0<9<9C — , @7)

0. <60<2r — W.
Debido a que el conjunto {6y, 02, 01 + 02} es invariante bajo el intercambio de 60; y
65, los diagramas de fase son simétricos respecto a la diagonal 6; = 6s.

En ambos diagramas de fase mostrados en la fig. 2.5, la region sombreada en
azul senala la emergencia de la paradoja de Parrondo. Cualquier par de dngulos de

rotacion 0y y 05 cuya tupla (61, 0s) se halle contenida en la region azul, produciran dos
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estrategias individualmente perdedoras que, al combinarse, daran lugar a una estrate-
gia ganadora. Anteriormente analizamos un ejemplo de la emergencia de la paradoja
de Parrondo en donde se consider¢ el estado inicial de la moneda |co(5 = 7/2, v = 0))
y el eje de rotacion n(a = 37/4, ¢ = w/2). Los valores seleccionados para ilustrar el
fenomeno, 6, = 3w/4 y 02 = 7n/8, se hallan efectivamente contenidos en la region

azul del diagrama de fase de la fig. 2.5b.

Los diagramas de fase permiten ademas identificar otros fenémenos que surgen
debido a distintas combinaciones de estrategias. Entre ellos destaca el fenémeno para-
dojico inverso al anterior, al que denominaremos anti—Parrondo, que emerge en el drea
sombreada en amarillo y en el cual la combinaciéon de dos estrategias ganadoras condu-
ce a una dindmica perdedora. Por otro lado, el color blanco representa configuraciones
para las cuales el valor esperado de la posicion se anula. Las lineas blancas verticales
y horizontales del borde del diagrama y de las fronteras entre regiones indican estra-
tegias nulas individuales, caracterizadas por 6; mod 2r = 0y 6; = 6., con 7 = 1,2,
respectivamente; mientras que las lineas blancas diagonales representan estrategias

compuestas nulas, definidas por (6; + 62) méd 27 = 0y (01 + 63) méd 27 = 6..

Cuando se fija una configuracion de parametros {|co(5 = 7/2,7)),n(a, ¢)} tal
que el tnico valor de 6 que anula el valor esperado de la posicién es el trivial, todos
los valores de 6 € (0, 27) producen estrategias de un mismo tipo, ya sean ganadoras
o perdedoras. En consecuencia, el diagrama de fase aparece uniformemente coloreado
de rojo o verde; con excepcion de su borde, que corresponde a las lineas en donde
01 mod 2m = 0y 0, méd 27 = 0, y de la antidiagonal principal, definida por 6, = 27—
6. Estas lineas se muestran en color blanco porque corresponden a configuraciones en
las que las estrategias individuales o la estrategia combinada son nulas. En particular,
el resto del diagrama estara pintado de rojo si todas las estrategias producidas por 6 €
(0, 27) son perdedoras y su combinacion produce un resultado perdedor (L o L = W);
o de verde si tanto las estrategias individuales como su combinaciéon son ganadoras
(W o W = L). En contraste, si para un eje de rotaciéon y un estado inicial de la moneda
sobre el plano zy todos los valores de 6 € [0,27) anulan el valor esperado de la
posicion, el diagrama de fase se vera completamente blanco, indicando que todas las

estrategias individuales y su combinacion son nulas.

En resumen, en este capitulo desarrollamos un analisis de la emergencia de la pa-
radoja de Parrondo en una DQWL con monedas homogéneas pertenecientes a SU(2);
combinando dos estrategias con el mismo eje de rotaciéon y estado inicial, con posicion
inicial localizada en |0) y estado inicial de la moneda sobre el plano zy de la esfera

de Bloch. Realizamos una clasificacion de las estrategias individuales en funciéon del
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(b) Los parametros del estado inicial de la moneda y del eje de rotaciéon cumplen (v — ¢) méd 27 €
(m,2m).

Figura 2.5. Diagramas de fase de la emergencia de la paradoja de Parrondo (region azul:
Lo L =W). La diferencia azimutal entre el estado inicial de la moneda y el eje de rotacion
determinan el tipo de estrategias para 6 € (0,6.) y 6 € (0., 2m), produciendo dos tipos de
diagramas de fase.
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angulo de rotacion 6, fijando los demas parametros del estado inicial de la moneda
y del operador de la moneda. A partir de esta clasificacion, construimos diagramas
de fase en el espacio (#1,6,) que revelan las regiones donde la combinacion de dos

estrategias da lugar a la paradoja de Parrondo y otros fenémenos.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo presentamos la primera verificacion reportada de la emergencia
de la paradoja de Parrondo en caminatas cuénticas discretas en una linea utilizando
exclusivamente monedas homogéneas, cuya manifestacion perdura en el tiempo. Los
resultados obtenidos contrastan con investigaciones previas (refs. [11, 26]) cuyos mo-
delos también emplean monedas homogéneas, pero en las cuales el comportamiento
paradoéjico se desvanece para un nimero suficientemente grande de pasos temporales.
En este trabajo, una estrategia esta conformada por un estado inicial de la caminata
y un operador de moneda. En particular, estudiamos la emergencia de la paradoja
mediante la combinaciéon de dos estrategias con el mismo estado inicial, empleando
operadores de SU(2) como monedas cuanticas. Con el fin de reducir la complejidad
del espacio de parametros a estudiar, tomamos estados iniciales de la moneda en el
plano ecuatorial de la esfera de Bloch y combinamos monedas con el mismo eje de
rotacion. A continuacién, resumimos los principales resultados obtenidos a partir de

este anélisis.

Establecimos un método sistemético para clasificar estrategias basado en rela-
ciones geométricas de sus pardmetros. Para configuraciones genéricas con un estado
inicial de la moneda y un eje de rotacion fijos existe un valor no trivial del angulo de
rotacion del operador de la moneda que anula el valor esperado de la posicion para
todo tiempo. Este angulo, denominado «critico», delimita los intervalos de valores
del angulo de rotacion donde una estrategia se clasifica como ganadora o perdedora.
Identificamos las condiciones geométricas que debe presentar la estrategia para que
aparezca dicho angulo de rotacion critico y dedujimos una expresion analitica para

calcularlo.

Empleando el método de clasificacion anterior, establecimos las condiciones bajo
las cuales dos estrategias individualmente perdedoras producen un resultado ganador
al combinarse, dando lugar asi a la emergencia de la paradoja de Parrondo. Lo anterior
condujo a la identificaciéon de las desigualdades que definen las distintas fases del

sistema, las cuales fueron representadas mediante diagramas de fase. Estos diagramas
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condensan toda la informacion necesaria para el estudio de la paradoja, pues permiten
visualizar las regiones en las que se manifiesta.

En conjunto, los resultados de esta investigacion proporcionan una caracteriza-
cion de la emergencia de la paradoja de Parrondo en DQWL con monedas homogéneas
para los casos estudiados, estableciendo los criterios analiticos y geométricos que de-
ben cumplir las estrategias. Estos hallazgos abren la puerta a extender el estudio a
configuraciones més generales, como caminatas con estados iniciales arbitrarios para

la moneda y combinaciones de operadores de moneda con distintos ejes de rotacion.
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A. Angulo de rotacién critico

En esta seccion calculamos el angulo de rotacion critico para una configuracion
{leo(B =7/2,7)),7(c, ¢)} dada, el cual corresponde al inico valor no trivial (no nulo)
que anula el valor esperado de la posiciéon para todo tiempo t. Tal como demostro
Konno [20], el valor esperado de la posicion de una DTQW unidimensional se anula
para todo t si y solo si su distribucién de probabilidad permanece simétrica para todo

t. Apoyandonos en esta equivalencia, emplearemos el siguiente teorema.

Teorema A.1. Una DTQW unidimensional descrita por un operador de moneda
bidimensional C' y un estado inicial de la moneda |cq) = cos(3/2) |0) +e™ sin(5/2) |1)
tiene una distribucion de probabilidad simétrica para todo tiempo t [es decir, P(x,t) =

P(—xz,t) para todo x € Z y todo t € Zi>o] si y solo si:

1. B=m/2,y
2. Re[ s O e”} —0.

El Teorema A.1 es una version ligeramente modificada y generalizada del teorema
presentado por Hantzko et al. en la ref. [15], el cual fue inicialmente formulado y
demostrado por Konno en la ref. [20]. El enunciado original asume que Cpyy y Cp; son
distintos de cero. Por lo tanto, para extenderlo a operadores de moneda arbitrarios,
basta con considerar los dos casos excluidos: operadores de moneda diagonales y

antidiagonales.

Demostracion. Cuando Cyy y Cp; son distintos de cero, el resultado se deduce direc-
tamente de la Ref. [20]. Si el operador de moneda es diagonal, Cjy; = 0, la segunda
condicion se satisface de forma trivial. La evolucién produce una division balistica,
[10) = cos(B/2)Cly |t,0) + €7 sin(3/2)(Cgy )t |—t, 1), por lo que las probabilidades en
r=tyx=—tson |cos(8/2)* y |sin(8/2)|?, respectivamente. Por consiguiente, la
distribucion es simétrica para todo t si y solo si § = 7/2.

Si el operador de moneda es antidiagonal, Cyy = 0, la segunda condicién vuelve

a satisfacerse de forma trivial. En tiempos pares, el caminante esta localizado en el
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origen, 1) = (—1)"/? [cos(8/2)]0,0) + €sin(53/2)]0,1)], de modo que la distribu-
cion es simétrica para cualquier estado inicial de la moneda. En tiempos impares,
i) = (=1)=D72 [e7sin(5/2)Co1 |1, 0) — cos(8/2)Cfy| — 1,1)], por lo que el cami-
nante se divide entre x = 1 y x = —1 con probabilidades |sin(3/2)|* y | cos(3/2)|?,
respectivamente. Por lo tanto, la distribucion es simétrica para todo ¢ si y solo si
B = m/2. Esto demuestra que el teorema también es valido para operadores de mo-
neda diagonales y antidiagonales. O

0

3?7 con un

Aplicamos ahora el teorema A.1 al operador de moneda C' = e~
eje de rotacion fijo n(a, ¢). Para ello emplearemos la representacion matricial de un

elemento general de SU(2):
7 N A N
C(0, a, ¢) = cos <§> 1-— 1Sln(§) (n-a), (A.1la)
0
2

0 cosa  sina e 1?
= cos<—> 1-— isin( _ : (A.1Db)
2 sina € —cosa

cos(g) —1 cos asin

_ (
)

—iel? sinasin(g

g) —ie_i¢sinasin(

5)
2
cos(g) +1 cosa sin(g)
Definiendo las variables

0 0 : 0
Coo := cos<§> — 1cos asin (5) , Cor = —1 e_1¢sinasin(§) : (A.2)

podemos expresar C'(6, «, ¢) como

COO COl

Cl, o, ¢) = P
—~o1 Yoo

(A.3)

La condicion (1) del Teorema A.1 exige que el estado inicial de la moneda se
ubique en el ecuador de la esfera de Bloch, § = 7/2. Por otro lado, al sustituir los

elementos de matriz dados en la ec. (A.2), la condiciéon (2) conduce a:

o= snasin(2) s - op(2) et - ymasn(2)] . can

Buscaremos ahora los valores de 6 que satisfacen la ecuacién anterior. Para ello,
analizaremos las soluciones que se obtienen cuando igualamos a cero cada factor del

lado derecho de la ecuacidn.
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1. Anulacion del primer factor
Cuando sin o = 0, la expresion en la ec. (A.4) se anula independientemente del
valor de 6. Para satisfacer esta condicion, debe cumplirse que

a =k, ke Z; (A.5)

Por lo tanto, cuando el eje de rotacion de la estrategia se ubica en el eje z de la

esfera de Bloch, cualquier 6 € [0, 27) constituye una solucion.

2. Anulacién del segundo factor

Cuando sin(#/2) = 0, la expresion de la ec. (A.4) se anula para cualquier eleccion

de {«, ¢,7}. Esta condicion se satisface si

—=kn, k€eZ = 0=27k. (A.6)

Por lo tanto, 6 = 27k es solucion general del problema para cualquier eje de
rotacion y cualquier estado inicial de la moneda cuyo vector de Bloch se ubica

en el plano zy.

3. Anulacion del tercer factor

La ecuacion
: 0 . [0
sin(y — @) cos 2 + cos(y — ¢) cos asin 5)= 0 (A7)

define las soluciones no triviales del sistema, donde la anulacién del valor espe-
rado de la posicion depende de una relacion especifica entre la geometria de la
rotacion y del estado inicial de la moneda. A diferencia de los casos anteriores,
aqui el valor esperado se anula por una interferencia destructiva entre las pro-
babilidades del caminante de desplazarse hacia la izquierda o hacia la derecha.

Para analizar este caso, distinguimos dos posibilidades: cos(y — ¢)cosa = 0 y

cos(y — @) cosa # 0.

3.1 cos(y — ¢)cosa =0

Este producto se anula cuando por lo menos uno de sus factores es igual a

cero.
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3.1.1 cos(y —¢) =0
Esto ocurre cuando la diferencia entre los angulos azimutales del vector
de Bloch del estado inicial de la moneda y del eje de rotacién estéd dada
por

7—¢=g+k7r, ke . (A.8)

Esto es analogo a que la proyeccion del eje de rotacion en el plano xy
de la esfera de Bloch sea ortogonal al vector del estado inicial de la

moneda. Sustituyendo esta condicion, la ec. (A.7) se reduce a

sin(y — ¢) Cos(g) ~0. (A.9)

Como cos(y — ¢) = 0, entonces sin(y — ¢) # 0. Por ello, para satisfacer

la ec. (A.9) debe cumplirse

Cos(g) =0, (A.10)

lo que conduce a la solucion

0
§:g_¢_kﬂ- — 0 =n+2rk. (A.11)

3.1.2 cosaa =0

Esto ocurre cuando

a:g+k7r, ke Z; (A.12)

es decir, cuando el eje de rotaciéon se ubica en el plano zy de la esfera

de Bloch. Bajo esta condicion, la ecuacion se reduce nuevamente a

sin(y — o) cos(g) — 0. (A.13)

Distinguimos dos posibilidades:

3.1.2.1 sin(y —¢) =0
Entonces
v — ¢ =k, keZ; (A.14)

por lo que el eje de rotacion y el vector de Bloch del estado inicial

de la moneda se hallan ambos en el plano xry y ademés son paralelos
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o antiparalelos. En este caso, la ec. (A.7) se anula idénticamente,

por lo que todo 6 € [0, 27) es solucion.

3.1.2.2 sin(y — ¢) #0
En este escenario el eje de rotacion y el vector de Bloch del estado

inicial de la moneda se hallan ambos en el plano zy, pero no son
paralelos ni antiparalelos. Para que la expresion de la ec. (A.13)

se anule debe cumplirse

COS(g) =0 = 0=m7++27k.

3.2 cos(y — @)cosa # 0

Obtenemos este caso cuando tanto cos(y — ¢) como cos « son distintos de
cero. Estas condiciones implican que el eje de rotacion se encuentra fuera
del plano xy y que, ademés, su proyeccion sobre dicho plano no es ortogonal
al vector de Bloch del estado inicial de la moneda.

Supongamos que cos(6/2) = 0. Bajo esta condicion, sin(6/2) = +1, de
modo que la ec. (A.7) se reduce a cos(y — ¢) cosa = 0, lo cual contradice
la condicion de este subcaso. Por lo tanto, necesariamente debe cumplirse
que cos(6/2) # 0. Debido a lo anterior, podemos dividir la ec. (A.7) entre
cos(0/2) y obtener

sin(y — ¢) + cos(y — ¢) cos o tan (g) = 0. (A.15)
Reordenando,
6\ o __sinv—=9¢) _ tan(y—9)
tan<§> ~ cos(y—¢)cosa cosa (A.16)

lo cual es valido bajo la condicion cos(y — @) cosa # 0. Finalmente, al

resolver para 6 obtenemos

tan(y — @)

f = 2 arctan [—
Cos

} + 27k, (A.17)
con k € Z.. Cabe resaltar que cuando la proyeccion del eje de rotacion sobre
el plano xy es paralela o antiparalela al vector de Bloch del estado inicial
de la moneda |[i. e., sin(y — ¢) = 0], la ec. (A.17) se reduce nuevamente al

valor trivial 8 = 0.
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De las deducciones anteriores concluimos que, para garantizar una tinica soluciéon
no nula de la ec. (A.4), deben cumplirse dos condiciones: (1) el eje de rotacion del
operador de moneda no debe alinearse con el eje z (sina # 0), y (2) su proyeccion
sobre el plano xy no debe ser paralela ni antiparalela al vector de Bloch del estado
inicial de la moneda [sin(y — ¢) # 0]. Bajo estas restricciones, el angulo de rotacion

critico estd dado por:

T si cosa =0 o cos(y — ¢) =0,

tan(y — ¢)
COS &

0. = (A.18)

2 arctan {— ] mod 27 en otro caso.

Dicho angulo de rotaciéon se denomina «critico» porque delimita la transicion entre

estrategias ganadoras y perdedoras, como se ilustra en los resultados numéricos de la
fig. A.1.
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|0, co(B =%, v~ 2.69174)),

0, co(B =%, v~ 6.04167)),

n(a ~ 2.73212, ¢ ~ 1.83464) n(a =~ 0.85023, ¢ ~ 4.40003)
30/ | | | | | R
20¢ E
t
. [ i—1
< 0
o 25
-10} v E ]
— 50
-20¢ E ]
— 75
T | ! Lo
0 0

(a) Angulo de rotaciéon critico 6. ~ 1.79897 y (b) Angulo de rotacion critico 6. ~ 3.04802 y
diferencia azimutal (y — ¢) mdd 27 ~ 0.8571. diferencia azimutal (v — ¢) mdd 27 ~ 1.64163.

0, co(8 =75, v~ 3.07281)),

0, co(8 =73, v~ 5.45525)),

Ao ~ 0.527335, ¢ ~ 1.97991) (o ~ 157399, ¢ ~ 4.02202)
30} i
20F »
t
. 10 ] — 1
S 2
—10} i
— 50
-20 .
— 75
~30¢ - i | A
0 0

(¢) Angulo de rotacion critico 0. ~ 5.52007 y (d) Angulo de rotacién critico 6. ~ 3.14617 y
diferencia azimutal (7 — ¢) méd 27 =~ 3.47534.  diferencia azimutal (7 — ¢) méd 27 ~ 5.33397.

Figura A.1l. Valor esperado de la posicion en funciéon del angulo de rotaciéon para cuatro
estrategias con eje de rotacion y estado inicial de la moneda seleccionados de manera aleatoria
y uniforme sobre la esfera de Bloch, para los tiempos t = 1, 25, 50, 75, 100. En los paneles
(a) y (b), la diferencia azimutal satisface (v — ¢) méd 2w € (0,7); en consecuencia, los
valores 0 € (0,0.) generan estrategias ganadoras, mientras que 6 € (f.,27) conducen a
estrategias perdedoras. Este comportamiento se invierte en los paneles (c¢) y (d), donde
(v — ¢) méd 27 € (m, 2m).
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B. Proyecciéon social

El Ejercicio Profesional Supervisado (EPS) integra tres ejes estratégicos para la
generacion, transmision y socializacion del conocimiento: la investigacion, la docencia
y la extension. En este capitulo se describen las actividades realizadas correspon-
dientes a los ejes de docencia y extension, los cuales constituyen el componente de

proyeccion social del EPS que complementa la investigacion cientifica realizada.

B.1. Docencia

Como parte del eje de docencia enfocado en la transferencia de conocimientos y
la formacién académica, se disené e impartié el taller titulado «De ecuaciones a codi-
go: introduccion a Wolfram Language y Mathematica», desarrollado en colaboracion
con Amado Alberto Cabrera Estrada, estudiante de la Escuela de Ciencias Fisicas y
Matematicas. Esta actividad tuvo como objetivo introducir a los participantes en el
uso del lenguaje de programacion Wolfram Language y del software Mathematica y
contribuir a su formaciéon académica mediante el fortalecimiento de competencias en el
uso de herramientas de programacion simbodlica y numérica, ttiles en la investigacion

contemporanea.

B.1.1. Descripciéon general del taller

El taller se llevd a cabo en modalidad virtual a través de la plataforma Goo-
gle Meet, durante la semana del 4 al 8 de agosto de 2025, con una duraciéon de una
hora diaria. Con el fin de garantizar el acceso a Mathematica, se gestionaron licen-
cias gratuitas para los participantes, facilitadas a través de la Academia de Ciencias
Meédicas, Fisicas y Naturales de Guatemala. Asimismo, se puso a disposicion de los
participantes un repositorio publico en GitHub (https://github.com/AmadoCab/
MathematicaCourse) con todo el material del curso, incluyendo los notebooks y otros
recursos. De igual manera, se utilizoé una pagina en Notion para organizar contenidos,

proporcionar material adicional y compartir informacién relevante del taller.
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El curso fue estructurado como una serie de sesiones teoérico-précticas, en las
que se prioriz6 el aprendizaje mediante la resoluciéon de problemas. Como material
didactico principal se utilizaron notebooks interactivos desarrollados especificamente
para el curso, los cuales inclufan tanto explicaciones conceptuales como ejemplos
aplicados. Este enfoque tuvo como propésito ayudar a los estudiantes a familiarizarse
con la sintaxis del lenguaje y, por medio de la resolucién de problemas durante el curso,
desarrollar intuicion para la resoluciéon de problemas basicos de fisica y matemaética
empleando estas herramientas computacionales.

El contenido del taller se organizé de manera progresiva, iniciando con una in-
troduccion al entorno de trabajo de Mathematica y los elementos bésicos de Wolfram
Language, seguido por el estudio de estructuras de datos y bucles. Posteriormente, se
abord6 la definicion de funciones, enfatizando el paradigma funcional caracteristico
de Wolfram Language. En las tltimas sesiones se exploraron aplicaciones en matema-
ticas simbolicas y numéricas, asi como herramientas de visualizacion de datos en dos
y tres dimensiones, permitiendo a los estudiantes interpretar de manera mas efectiva
los resultados obtenidos.

Es importante destacar que, debido a la naturaleza intensiva del taller, se opto
por no realizar evaluaciones. La prioridad pedagogica fue proporcionar a los asis-
tentes las nociones basicas del lenguaje y del entorno que les permitiera continuar

explorandolos de manera autodidacta, para lo cual se brindé material adicional.

B.1.2. Recibimiento del taller

El taller tuvo buena recepcion, contando con 73 participantes inscritos, siendo
estos principalmente estudiantes de la Escuela de Ciencias Fisicas y Matematicas de
la Universidad de San Carlos de Guatemala, asi como de otras facultades e incluso de
distintas universidades. En la tabla B.1 se detalla la distribucion de los participantes

inscritos segtin su unidad académica de procedencia.

Unidad académica Cantidad Porcentaje
Escuela de Ciencias Fisicas y Matematicas 43 59 %
Facultad de Ciencias Quimicas y Farmacia 17 23 %
Facultad de Humanidades 7 10%
Facultad de Ingenieria 4 6 %
Escuela de Formacion de Profs. de Ensenanza Media 1 1%
Facultad de Ciencias Econémicas 1 1%
Total 73 100 %

Tabla B.1. Distribucién de participantes inscritos por unidad académica.
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A pesar de que el taller no incluyé evaluaciones formales para medir de ma-
nera directa los conocimientos adquiridos, fue posible valorar el aprendizaje de los
participantes a través de su participacion activa durante las sesiones, manifestada
en preguntas e intervenciones (ver fig. B.1). Asimismo, posterior a la finalizacion del
curso, se atendieron consultas adicionales por medio de correo electrénico, lo cual evi-
denci6 interés por parte de los estudiantes en profundizar en los contenidos abordados.
De manera complementaria, se recibieron comentarios positivos tanto durante como
después del desarrollo del taller, en los que los participantes destacaron la utilidad de
los conocimientos adquiridos y expresaron su motivacion por continuar aprendiendo

y aplicar estas herramientas en sus respectivas areas.

Mensajes de la llamada

Permitir que los colaboradores envien
mensajes

Julia Amparo Garcia B... Fablola B. Ramirez

Alfijar un mensaie, las personas que se unan mas tarde
podran verlo. Cuando salgas de la llamada, no podrés
acceder a este chat.

Claseot.nb * - Wollram Mather

Mariana Pérez 1836
Maria Fernanda Figueroa, te comparto un poco de
informacion de un sitio oficial de Wolfram (https://
wwwwolframalpha.com/fags?scrollTo=wolfram

alpha-pro}

Welfram|Alpha obtiene sus datos de la web?

No. Proviene de la base de conocimientos interna
de Wolfram|Alpha. Algunos de los datos de esa
base de conocimientos se derivan de sitios web
piblicos o privades oficiales, pero la mayoria
proviene de fuentes primarias mas sistematicas.

Condicionales y patrones

Envia un mensaje

mo®ene #8080
18:36 | Taller de Wolfram Mathematica ~ ~

Figura B.1. Resoluciéon de dudas durante el taller.

B.2. Extension

El eje de extension se concibe como el conjunto de actividades orientadas a
proyectar el conocimiento cientifico a la sociedad, promoviendo su divulgaciéon e in-
centivando a las futuras generaciones de profesionales a interesarse en la ciencia, lo
cual es necesario para el desarrollo del pais. Con este objetivo, se particip6 en la feria
informativa InfoUSAC, organizada por la Universidad de San Carlos de Guatemala,
la cual constituye uno de los principales espacios de interaccién entre la universi-
dad y estudiantes de nivel medio interesados en continuar sus estudios superiores. La
participacion en este evento tuvo como objetivo principal dar a conocer la oferta aca-

démica de la Escuela de Ciencias Fisicas y Matematicas (ECFM), asi como fomentar

41



el interés por estudiar las licenciaturas en Fisica y Matematica.

B.2.1. Descripciéon de actividades realizadas

La edicion 2025 de InfoUSAC se llevd a cabo del 25 al 28 de marzo, en un
horario de 8:00 a 15:00 horas. La participaciéon en este evento involucré actividades que
abarcaron tanto la preparacion previa como la interaccion directa con los asistentes.
Durante la fase preparatoria, se colabor6 en la elaboracion y seleccién de material

didactico y de divulgacién cientifica, entre los que destacaron:

e Juegos de razonamiento légico-matematico: recursos seleccionados para
interactuar con los aspirantes y desafiar sus habilidades cognitivas, entre los que

se incluyen:

o Torres de Hanoi: rompecabezas matematico que consiste en trasladar una
pila de discos de una vara a otra siguiendo reglas de jerarquia de tamano,

ideal para estimular el pensamiento recursivo.

o Cubos de Rubik: rompecabezas que requieren la aplicacion de algoritmos

y vision espacial para su solucion.

o Senku: juego de tablero solitario cuyo objetivo es eliminar piezas mediante
saltos hasta que solo quede una en el centro, fomentando la planificacién

estratégica.

o Variante de tangram para la demostracion visual del teorema de Pitagoras:
su resolucion requiere habilidades espaciales que permiten al jugador rotar
y trasladar figuras geométricas para encajarlas en un espacio determinado.
Ademés, esta version ilustra de manera practica la equivalencia de areas

que fundamenta el teorema de Pitagoras.

o El acertijo de la moneda mas ligera: problema de légica que utiliza una
balanza de dos platillos para identificar, mediante el menor ntimero de

intentos, una moneda con peso distinto.

e Poster sobre caminatas cuanticas: material grafico que sirvié como ejemplo

representativo de una linea de investigacion actual en la unidad académica.

Durante cada dia del evento se apoy6 en el montaje y desmontaje del stand informati-
vo de la ECFM, el cual incluia mobiliario y equipo audiovisual, recursos informativos
y el material didactico y de divulgaciéon mencionado anteriormente. Este puede apre-

ciarse en la fig. B.2.
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La actividad principal durante el desarrollo del evento consistié en la atencion
directa a los estudiantes de nivel medio. En este espacio se brind6 informacion detalla-
da sobre las carreras de Fisica y Matemética de la ECFM, abordando aspectos como
los requisitos de ingreso, el plan de estudios, la duraciéon de la carrera y las posibles
areas de desarrollo profesional. Para ello, se emplearon diversos recursos, incluyendo
la presentacion institucional realizada por el Lic. José Carlos Bonilla, para la cual se
brindé retroalimentacion previa al evento para complementar la informacion dirigida
a aspirantes de la Licenciatura en Fisica Aplicada.

Ademas de proporcionar orientacién académica a los interesados, se buscod ge-
nerar un acercamiento mas dinadmico mediante la explicacién de conceptos cientificos
de forma accesible y el uso del material didactico y de divulgacion previamente men-
cionado. Todo esto se complementé con la exhibiciéon de herramientas experimentales
tales como un telescopio para el avistamiento de objetos lejanos en el campus, un es-
pectroscopio de bolsillo para la observacion del espectro de luz natural y mirascopios
3D para la demostracion de una ilusion 6ptica. Este enfoque permitiéo motivar a los
estudiantes a considerar una formaciéon en ciencias, contribuyendo asi a la difusion de

la cultura cientifica.

B.2.2. Resultados del evento

La participacion en «InfoUSAC» evidenci6 el impacto positivo de este tipo de
iniciativas, al facilitar un espacio de didlogo entre la universidad y la sociedad. En
el evento se atendi6 a mas de 300 aspirantes, de los cuales aproximadamente un
tercio mostré un interés significativo en estudiar las carreras que ofrece la ECFM y
se inscribieron para recibir informacion adicional. Esto, tal como indica el diploma
entregado a los colaboradores del evento (fig. B.3), resalta la importancia de las
actividades de extension que promuevan el acceso al conocimiento y el interés en

areas fundamentales para el avance tecnolégico y cientifico del pais.
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Figura B.2. Fotografias de los colaboradores en cada dia del evento.



El Director de la Escuela de Ciencias Fisicas y Mateméticas de la
Universidad de San Carlos de Guatemala

Entrega el presente reconocimiento a :
I Nariara Eligabet Pénes, TMunalles
Por su valioso apoyo y participacion en la

Feria Informativa InfoUSAC 2025,
realizada del 25 al 28 de marzo en el Campus Central.

Su contribucién permitid que los asistentes obtuvieran informacién
relevante sobre nuestra Escuela, fortaleciendo asi la divulgacién académica
y el futuro de nuestros estudiantes.

Dado en la ciudad de Guatemala el dia 02 de mayo del 2025

iy
Director

Figura B.3. Diploma de participaciéon en InfoUSAC 2025 extendido por el director de la
Escuela de Ciencias Fisicas y Matematicas.
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