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OBJETIVOS

General

Verificar el impacto de la decoherencia, modelada mediante el canal de fuzzy shift,
sobre las propiedades cuanticas de una caminata cuantica discreta unidimensional
para determinar si esta induce una transiciéon hacia el limite clasico de una caminata

aleatoria.

Especificos

e Formular un modelo de decoherencia basado en el modelo experimental de
caminata cudntica en una dimension de Wang et al. [21], implementado en

plataformas foténicas.

e Reformular el modelo de caminatas cuanticas propuesto por Wang et al. [21]
empleando el formalismo de matrices de densidad a fin de poder utilizar la
representaciéon de canales cuanticos de nuestra decoherencia para realizar la

evolucion temporal del sistema.

e Implementar numéricamente el modelo de caminata cuéntica con evolucion

modelada por el canal cuantico formulado.

e Investigar el efecto del modelo de decoherencia en la evolucion y propiedades

cuanticas del modelo de caminata cuantica unitaria.
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INTRODUCCION

Las caminatas cuanticas discretas en el tiempo (DTQW, por sus siglas en inglés)
representan un modelo de gran utilidad en la informacién cuantica, debido a las
ventajas algoritmicas que ofrecen frente a sus contrapartes clasicas [18]. A diferencia
de las caminatas aleatorias clasicas donde la propagacion de la posicion del caminante
es proporcional a la raiz cuadrada del numero de paso, las DTQW muestran una
propagacion de la posicion proporcional al nimero de paso. Esta diferencia en la
tasa de propagacion es la base de la eficiencia de los algoritmos cuanticos basados en

caminatas cuéanticas.

Un area de estudio muy importante dentro del campo de las caminatas cuan-
ticas es el efecto que tiene la decoherencia sobre las mismas [2, 22, 16, 10|, pues
cualquier implementacion de sistemas cuanticos debe lidiar inevitablemente con
ella. La interaccién con el entorno induce procesos que destruyen gradualmente las
superposiciones y coherencia del sistema cuéntico, lo que resulta inevitablemente
en modificaciones a su comportamiento que interesa conocer. Entender el efecto de
estos procesos de decoherencia en las caminatas cuénticas tiene muchas utilidades,
desde ser usados para medir las propiedades cuéanticas (cuanticidad) de tecnologias

cuanticas [20] hasta ofrecer ventajas en algunos algoritmos cuénticos [8].

En este trabajo proponemos un canal cuantico denominado fuzzy shift, inspirado
en los canales de fuzzy measurements. Una fuzzy measurement modela los errores de
medicion en los cuales, en sistemas de miiltiples cuerpos, existe una posibilidad de
que el aparato de medicion se confunda entre distintas particulas [13]. A diferencia
de las fuzzy measurements en donde la confusiéon ocurre entre distintas particulas,
en el fuzzy shift la confusion ocurre entre diferentes elementos de la base del espacio
de Hilbert de la posicién del caminante a causa de imperfecciones en elementos de la
implementacion experimental de Wang et al. [21] en lugar de los aparatos de medicion.
Para estudiar el efecto del canal de fuzzy shift se analiz6 la evolucion temporal de
la desviacion estandar, la pureza y la norma [; de coherencia, demostrando que la

implementacion fotonica de Wang et al. |21] conserva sus propiedades cuanticas ante
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esta fuente de error.

El presente informe se estructura de la siguiente manera: el Capitulo 1 expone
los fundamentos tedricos necesarios, abordando las caminatas aleatorias y cuénticas,
el formalismo de matrices de densidad y los canales cuanticos. En el Capitulo 2 se
presenta el problema, detallando la implementacién experimental de la caminata
cuantica y la motivacion fisica detras del canal de fuzzy shift. E1 Capitulo 3 discute
los resultados obtenidos, evaluando la cuanticidad del sistema bajo el canal propuesto
mediante la desviacion estandar, la pureza y la norma [; de coherencia. Posteriormente
se resumen los resultados de este trabajo en el capitulo de Conclusiones. Finalmente,
el Apéndice A detalla la implementacion numérica desarrollada en Wolfram Language,

y el Apéndice B describe el trabajo social realizado en los ejes de extension y docencia.
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1. Preliminares

1.1. Caminatas aleatorias

Las caminatas aleatorias constituyen el fundamento clasico sobre el cual se
construyen los modelos de caminatas cuanticas que estudiaremos en este trabajo.
Dentro de las caminatas aleatorias existen modelos discretos y continuos en el
tiempo. En las caminatas aleatorias continuas (como el movimiento browniano), la
evolucion se modela mediante ecuaciones de difusién estocasticas para todo instante
temporal. Por el contrario, en las caminatas discretas, la dindmica consiste en una
sucesion de pasos secuenciales en una red definida. Para mantener el paralelo con el
modelo de caminatas cuanticas que estudiaremos en este trabajo, nos centraremos
exclusivamente en las caminatas aleatorias discretas en el tiempo y en una sola

dimension.

1.1.1. Modelo matematico de una caminata aleatoria

Formalmente, las caminatas aleatorias son un proceso estocastico simple en el
cual un «caminante» se desplaza a través del espacio mediante pasos discretos, que
dependen de una variable aleatoria [3|. En este trabajo nos centraremos tnicamente
en las caminatas discretas unidimensionales, las cuales se producen sobre el espacio
de los niimeros enteros.

En este modelo, el caminante se encuentra en una posiciéon determinada y, en
cada paso temporal, puede moverse hacia su derecha (+1) con una probabilidad p o
hacia su izquierda (—1) con una probabilidad ¢, donde se cumple que p+ ¢ = 1. Un

ejemplo visual de esta dindmica espacial se ilustra en la fig. 1.1.

q p

e 6 @® e e
-2 -1 0 1 2

Figura 1.1. Esquema de la dindmica de una caminata aleatoria en una dimension.



Para los instantes temporales siguientes, el caminante aplica esta misma regla
de forma recursiva desde su nueva posicion. De este modo, si definimos X; como la
variable aleatoria que representa la posiciéon del caminante en el tiempo ¢, podemos

escribir las probabilidades de transicion entre estados de la siguiente forma:

p sij=i+1,
PXen=j|Xi=i)=2q sij=i—1, (1.1)

0 en cualquier otro caso.

A partir de esta ecuacion es directo notar que las probabilidades de transicién son
homogéneas, ya que las reglas de desplazamiento no dependen del tiempo t. Esto
hace intuitivamente claro que el proceso cumple con la propiedad de Markov, pues el
estado actual depende tnicamente del estado inmediatamente anterior y no de la
historia previa del caminante.

Sabiendo que las caminatas aleatorias son un proceso markoviano, podemos

definir el estado de la caminata en ¢ > 1 como:
t

Xi=Xo+ Y & (1.2)
i=1

donde & € {—1,+1} son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas tales que P(&§; = +1) = py P(§& = —1) = g. Ademas, para analizar el
comportamiento de X; en funcién del tiempo ¢, podemos establecer, sin pérdida de

generalidad, que el caminante inicia en el origen (Xy = 0).

1.1.2. Propiedades de las caminatas aleatorias

Las caminatas aleatorias exhiben comportamientos de transporte de naturaleza
disipativa. Las dos métricas principales para entender el comportamiento de las
caminatas aleatorias son la forma asintética de sus distribuciones de probabilidad

espacial y la rapidez con la cual se dispersan.

1.1.2.1. Distribucién de probabilidad de la posicién del caminante

Para una caminata aleatoria que inicia en el origen, la probabilidad estricta
de hallar al caminante en una posiciéon x tras t iteraciones sigue una distribucion
binomial. Tomando en cuenta que se requieren R; pasos hacia la derecha y L; pasos

hacia la izquierda de manera que R;+L; =ty R, — L; = X, la probabilidad explicita
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Figura 1.2. Distribucién de probabilidad de una caminata aleatoria con posicién inicial
Xo = 0, probabilidades de transicion simétricas (p = ¢ = 1/2) y ty = 100 pasos temporales.
Se visualizan tnicamente las posiciones con probabilidad distinta de cero.

esta dada por:

PO =alXo=0) = (5, bl (1)
donde el resultado tinicamente es distinto de cero cuando z y ¢ comparten la misma
paridad.

En la fig. 1.2 se puede apreciar la distribucién de probabilidad de una caminata
aleatoria, en el eje horizontal se colocan las posiciones en las que el caminante puede
estar y en el eje vertical la probabilidad de que el caminante se encuentre en dicha

posicion.

1.1.2.2. Desviacion estandar

El modo en que la distribucién de una caminata aleatoria se esparce a lo largo
del dominio espacial es la caracteristica definitoria del transporte difusivo. Esta
propagacion se estudia analizando la desviacion estdndar del sistema a través del
tiempo.

Conociendo que cada variable de salto & posee una varianza Var(§) = 4pq, la
varianza total de la posicion X; aumenta de forma estrictamente lineal a causa de la

independencia estadistica de cada paso:
Var(X;) = 4pqt. (1.4)
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Por consiguiente, las caminatas aleatorias presentan una desviacion estandar propor-

cional a la raiz cuadrada del tiempo (o o V).

Adicionalmente, por el Teorema del Limite Central, para tiempos t suficiente-
mente grandes la distribuciéon binomial se aproxima a una distribucion Gaussiana
continua con media p = t(p — q) y varianza o2 = 4pqt. Este ensanchamiento difusivo
(0 o< V/t) es considerablemente més lento y contrasta de manera fundamental con el
transporte balistico lineal (o o t) propio de las caminatas cuanticas unitarias que
exploraremos en la siguiente seccion. Esta diferencia en la tasa de propagacion es,
de hecho, la que justifica la amplia ventaja y eficiencia algoritmica que ofrecen las

caminatas cuanticas en tareas de busqueda.

1.2. Caminatas cuanticas

Las caminatas cuanticas constituyen la contraparte cuantica de las caminatas
aleatorias. Mientras que en las caminatas aleatorias el caminante ocupa una tnica
posicion en cualquier paso de tiempo y se mueve de acuerdo a una regla de probabili-
dad (como el lanzamiento de una moneda), en las caminatas cuénticas el caminante

existe en una superposicion de posiciones.

Existen dos tipos de caminatas cuanticas: continuas y discretas en el tiempo. En
las caminatas continuas, la evoluciéon esta gobernada por un Hamiltoniano mediante
la ecuacion de Schrodinger, lo que permite una evolucion continua para todo instante
temporal. En las caminatas discretas, la dindmica se construye a partir de la aplicacion

iterada de dos operadores unitarios en pasos bien definidos [20].

Las caminatas cuéanticas discretas en el tiempo (DTQW por sus siglas en inglés)
consisten en dos sistemas que interactiian entre si: el caminante, asociado a la
posicion en una red discreta, y una moneda cuantica, que introduce un grado de
libertad interno necesario para definir la direcciéon del movimiento del caminante. En
este trabajo nos centraremos exclusivamente en las caminatas cuanticas discretas
en el tiempo en una dimension. Elegimos enfocarnos en este modelo debido a su
sencillez conceptual, ya que al estar conformado de manera explicita por los sistemas
de moneda y caminante, facilita la comparacion teodrica y la comprension de su

equivalencia con los modelos de caminatas clasicas.
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1.2.1. Modelo matematico de una DTQW
1.2.1.1. Espacios de Hilbert

La descripcion de una DTQW requiere un espacio de Hilbert compuesto H, que

corresponde al producto tensorial de dos subespacios: H = H, ® H..

e [l espacio de la posicién, H,, describe los sitios discretos en los que se puede
encontrar el caminante. Este espacio esta generado por la base ortonormal
{|z) : x € Z}, donde cada estado |z) representa una posicion bien definida en

la red.

e El espacio de la moneda, H., representa un grado de libertad interno necesario
para determinar la direcciéon del movimiento del caminante en cada paso. Este
espacio esta generado por una base {|c)}, la cual puede interpretarse como la

direccién de movimiento del caminante.

Un estado general del sistema compuesto puede escribirse como
) =D D (werlz) @1c)), (1.5)

donde las o ., son amplitudes de probabilidad complejas que satisfacen la condicion
de normalizacion. Esta estructura permite la coexistencia de multiples trayectorias

posibles, cuya interferencia caracteriza la dindmica de las caminatas cuanticas.

1.2.1.2. Operadores de evoluciéon de una DQWL

En este trabajo emplearemos el modelo de DTQW mas ampliamente utilizado:
las DQWL (del inglés discrete quantum walks on a line), las cuales son la version
unidimensional de las DTQW. La evolucién temporal de una DQWL esta determi-
nada por la aplicaciéon iterada de operadores unitarios que acttian sobre el espacio
compuesto. En particular, un paso de la caminata se construye a partir de dos

operadores fundamentales: el operador de moneda y el operador de desplazamiento.

e El operador de moneda C' es una transformacién unitaria que actua exclusi-
vamente sobre el subespacio H.. Su funcién es preparar al caminante en una
superposicion de sus estados internos antes de realizar el desplazamiento. Una
eleccién comun en la literatura es la moneda de Hadamard, aunque en general

puede considerarse cualquier operador unitario de dos niveles.



e El operador de desplazamiento S es un operador que desplaza al caminante
dependiendo del estado de la moneda. Este entrelaza la posicion del caminante
con el estado de su moneda. El operador de desplazamiento més ampliamente

usado en la literatura esta dado por la expresion:
§= (lx + 1| © 0)0] + |= — 1)z| @ [1)1]). (1.6)
Bajo esta regla, si la moneda se encuentra en el estado |0) el caminante se

desplaza una unidad hacia la derecha, mientras que si esta en el estado |1) se

desplaza una unidad hacia la izquierda, como se ilustra en la fig. 1.3.

10)e -
K S a a a RS T AN
Lo ) L
N v~ -~ -~ -~ -~ ' /!
- ‘1>c

Figura 1.3. Acciéon del operador de desplazamiento de una caminata cuédntica discreta en
una linea.

Un paso completo de la caminata se define entonces mediante la aplicacion
sucesiva del operador de moneda y el operador de desplazamiento. Definiendo el

operador unitario total como
U=25C, (1.7)

la evolucion del sistema tras ¢ pasos, partiendo de un estado inicial puro [tg), viene

dada por
[1oe) = U" o) (1.8)

1.2.2. Ejemplo de DQWL

Calcularemos el primer paso de evolucién de la caminata cuantica mas amplia-
mente estudiada en la literatura: la caminata de Hadamard. Esta es una DTQW

unidimensional que emplea el operador de Hadamard como moneda. Este operador

1 1 1
H— E (1 _1> ) (1.9)

Suponiendo que el caminante empieza en la posicion |0) con la moneda preparada en

esta dado por

|0), calcularemos el estado de la caminata luego de aplicar el operador de evolucion

6



al estado inicial. Para ello, aplicaremos primero la moneda:

o) = 10) ® == (10) + 1) = = (0) @ o) + 0y @ 1)), (110

N

y luego el operador de desplazamiento:

A A 1
Y1) = SH [o) = —=(|1) @[0) + |-1) @ [1)) . (1.11)
V2
Vemos como pasamos de un estado inicial completamente posicionado en la posicion

|0) a un estado final en una superposicién equiprobable entre las posiciones |—1) y

1.

1.2.3. Propiedades de las DTQW

Las DTQW presentan propiedades notablemente distintas a sus contrapartes
clasicas. Estas diferencias se manifiestan principalmente en la forma de la distribucion
de probabilidad y en la manera en que esta se dispersa en el tiempo. A continuacioén

se describen dos de las propiedades més relevantes.

1.2.3.1. Distribucién de probabilidad de la posiciéon del caminante

La distribucién de probabilidad de encontrar al caminante en la posiciéon = en

el tiempo ¢t se define como

ce{|0),|1)}

A diferencia de la caminata aleatoria clésica, cuya distribuciéon tiende a una binomial,
la DTQW genera una distribucion caracteristica con dos maximos bien definidos que
se desplazan en direcciones opuestas conforme avanza el tiempo, como se muestra
en la fig. 1.4. La region situada entre estos maximos es altamente oscilatoria, lo
cual es consecuencia directa de la interferencia constructiva y destructiva entre las
amplitudes de probabilidad de los distintos recorridos que puede seguir el caminante.
Ademas, la forma general y la simetria de esta distribuciéon dependen de la moneda

y del estado inicial empleado [5].
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Figura 1.4. Distribucion de probabilidad de la caminata cuantica unitaria descrita por la
ec. (1.8), con estado inicial [1p) = |0) ® |+,) ¥ ty = 100 pasos de evolucién temporal.

1.2.3.2. Desviacion estandar

La forma en que la distribucion de probabilidad de una DTQW se dispersa en
el espacio difiere drasticamente de su contraparte clasica. Esta dispersion espacial
se cuantifica mediante la desviacion estandar de la posicién. En un tiempo ¢, la

desviacion estandar se define como

o(t) =/ (X2, — (X)2,

donde (X), =Y. xP, y (X?), =3 2?P, son el primer y segundo momento de
distribucion, respectivamente.

En una caminata cuantica unidimensional, la interferencia favorece la propa-
gacion hacia los extremos de la distribucién. Como resultado, la varianza crece de
forma cuadratica con el tiempo (0% o< t?), lo cual implica una dependencia lineal para
la desviacion estandar (o o< t) [15]. Esta dispersion balistica es una de las principales
razones por las que los algoritmos basados en caminatas cuénticas pueden ofrecer un

salto de eficiencia frente a los algoritmos clasicos.

1.3. Operador de densidad

El operador de densidad (también llamado matriz de densidad) es una generali-
zacion del vector de estado o funcion de onda [12, 17|: mientras estos solo pueden
representar estados puros, las matrices de densidad pueden representar también

estados mixtos. Daremos a continuacion las definiciones para estados puros y mixtos.



1.3.1. Estados puros y mixtos

Definicion 1.1 (Estado puro). Un estado cuéntico puro es un estado para el cual la
funcion de onda del sistema se conoce con certeza completa. Matematicamente un

estado puro puede escribirse con un solo ket, [1)).

Definicion 1.2 (Estado mixto). Un estado cuantico mixto es un tipo de estado
cuantico mas general que los estados puros, estos reflejan una falta de informacion
completa sobre el sistema al que estan describiendo. Esto puede ocurrir al desconocer

1 (mezclas propias) o al describir el

la preparacion del estado de nuestro sistema
estado de un subsistema parte de un sistema completo conocido? (mezcla impropia).
Para cualquiera de estos casos el estado del sistema es un estado mixto el cual puede

ser representado por medio del formalismo de la matriz de densidad.

Definidos los estados puros y mixtos, se introducira el concepto de matriz de
densidad utilizando las mezclas propias como punto de partida®. Dado un ensamble
(o colectividad estadistica) de estados puros {p;, |¢;)} (es decir, que con probabilidad
pi, el sistema se encuentra en el estado |¢;)), el estado del sistema puede describirse

mediante la matriz de densidad como
p=_ pildi)eil. (1.13)

Para ejemplificar la diferencia entre ambos tipos de estados haremos un experi-
mento mental pasando luz preparada en cada tipo de estado por un filtro polarizador
y mediremos la intensidad de la luz transmitida. Recordemos que un polarizador
transmite la componente de la luz alineada con su eje de polarizaciéon y bloquea
la componente ortogonal, es decir, la probabilidad de transmisiéon esta dada por el
cuadrado del médulo del coeficiente asociado a la componente de polarizacion del
filtro.

En este experimento mental haremos pasar dos haces de luz por diversos

filtros polarizadores, estando el primer haz preparado en el estado [1) = |D) =
(|H) + |V))/+v/2 vy el segundo preparado en el ensamble p, = {1/2,|H); 1/2,|V)}.

Le. g.: Con un 50 % de probabilidad el sistema se encuentra en el estado |0) y con 50 % en el
estado |1)

2¢. g.: Un sistema de dos qubits que se encuentra en un estado de Bell pero nos interesa describir
tnicamente el estado de uno de los qubits

3Mas adelante, una vez definida la traza parcial y habiendo caracterizado los operadores de
densidad, sera trivial para el lector entender que el formalismo de matriz de densidad describe
también mezclas impropias.



e Filtro con polarizacion |H)

Para el estado puro se puede ver que la probabilidad de que un fotén pase
sera, de P(H||¢1)) = |1/V/2]> = 1/2. Para el estado mixto, por definicion,
P(H|p2) =1/2.

e Filtro con polarizacion |V')

Para este filtro el analisis es exactamente igual al anterior, entonces P(V| |¢4)) =
12y P(Vips) = 1/2.

e Filtro con polarizacion |L)

Para encontrar la probabilidad con el estado puro es necesario reescribirlo
como |¢1) = [(1 — 1) |L) + (1 + i) |R)]/2. Luego, la probabilidad de que un
foton pase sera de P(L||1)) = |(1 —1)/2]* = 1/2. Para el estado mixto
también reescribiremos el ensamble en la base {|L),|R)}, obteniendo py =
{1/2,|L); 1/2,|R)}, por lo que la probabilidad sera de nuevo P(L|ps) = 1/2.

e Filtro con polarizacion |R)

Ya que tenemos [1;) y po reescritos es facil ver que P(R||¢1)) = 1/2 y
P(R[ps) = 1/2.

e Filtro con polarizacion |D)

En este filtro ya se ve la diferencia entre ambos estados, ya que |¢1) = |D)
entonces P(D]|¢1)) = 1. Sin embargo el ensamble py en la base {|D),|A)}
se escribe como py = {1/2,|D); 1/2,|A)}, por lo tanto la probabilidad es
P(Dlp2) = 1/2.

e Filtro con polarizacion |A)

Considerando que 1) ya se encuentra escrito en la base {|D),|A)}, entonces
la probabilidad sera de P(A||i1)) = 0. Por otro lado, para el estado mixto la
probabilidad continuara siendo P(A|py) = 1/2.

En conclusion, podemos ver que el comportamiento entre estados puros y mixtos
es diferente. En este ejemplo particular pudimos ver que, pese a la naturaleza cuéntica
del estado puro |11), podemos saber con certeza completa que el estado siempre sera
|D); mientras que con el estado mixto py, ademéas de su naturaleza cuéntica, tiene
una componente no determinista adicional que nunca nos daré certeza completa para

ninguna base de polarizaciéon. Ya que el resultado obtenido con el estado mixto es
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inaccesible con un solo vector de estado, el formalismo del operador de densidad (los

ensambles) hace més conveniente usarlo cuando el sistema pase por estados mixtos.

Teorema 1.3 (Criterio para decidir si un estado es puro o mixto [12]). Sea p un
operador de densidad, para un estado puro se cumplird que Tr(p?) = 1, mientras que

para estados miztos tendremos que Tr(p?) < 1.
Demostracion. Tomaremos un operador de densidad cualquiera
p=Y_pilti)el,

donde los [¢;) son ortonormales y > . p; =1 con p; € [0, 1]. Calcularemos ahora el

cuadrado de p:

[)2 = (sz Wz)@z’) (ij Wj><¢j|> )
= Zpipj |0 (Wily) (¥

= sz'pj |1hi) (¥ 6y,

i\j
= > el
Aplicando la traza, obtenemos

Tr [pﬂ =Tr

ZP? |¢z><¢z|] )
= Tel|iwil,
- S
Dado que 0 < p; < 1, se sigue que p? < p; para todo i. Por lo tanto:

Te[p?) =D i<} pi=1

Esto quiere decir que para todo operador de densidad p se cumple que
Tr [pz} <1
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Para analizar la igualdad, observemos que la diferencia entre la suma de las probabi-

lidades y la suma de sus cuadrados es:
1-— Tr(pz) = Zpi - pr = sz'(l — Pi)-

Como cada término p;(1 — p;) > 0 (ya que 0 < p; < 1), la suma total es igual a cero

si y solo si cada término individual es cero:

Esta condicion se cumple tinicamente si para cada i, p; = 0 o p; = 1. Dado que la traza
debe sumar 1 (D p; = 1), existe exactamente un indice k tal que py = 1y pizp = 0.
Esto corresponde a la definicion de un estado puro, p = |¢x) (¢%|. En cualquier otro
caso donde haya més de un p; > 0, la suma ) . p;(1 — p;) seré estrictamente mayor

que cero, resultando en Tr(p?) < 1, lo que caracteriza a un estado mixto. O

A la cantidad Tr[p?] se la llama pureza y tal como se mencion6 anteriormente
nos permite saber si un estado es puro o mixto, pero ademés de eso nos da una
medida sobre qué tanta informacion tenemos sobre el estado del sistema. La pureza
es un valor comprendido entre 1/d (siendo d la dimension del espacio de Hilbert en
el que vive el estado), donde no tenemos ninguna certeza sobre el estado del sistema,

y 1, donde tenemos certeza absoluta sobre el estado del sistema.

1.3.2. Caracterizacion del operador de densidad

El operador de densidad nos daréd una manera mas conveniente para trabajar
con sistemas cuanticos abiertos y simplificaré el trabajo matematico que debemos
realizar. Para emplear el operador de densidad en si mismo, y no solo como la
representacion de un ensamble de estados, serda importante dar la caracterizacion
de un operador de densidad. De este modo podremos determinar si un operador
cualquiera es un operador de densidad sin necesidad de demostrar que proviene de

un ensamble de estados, sino solo verificando que cumple con ciertas propiedades.

Teorema 1.4 (Caracterizacion del operador de densidad [12]). Un operador p es

operador de densidad asociado a un ensamble {p;, |1;)} si y solo si satisface
1. (Condicion de traza) La traza de p debe ser 1.

2. (Condicion de positividad) p debe ser positivo semidefinido.
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Demostracion. Para demostrar este teorema es necesario hacerlo en ambas direcciones

(=) Suponiendo un operador de densidad p = >, p; [¢;)(¢/;], entonces

1. Para demostrar la condicién de la traza

Tr(p) = Tr (sz |¢i><¢i|> :
= sz' Tr(lvs )W)
= sz‘,

=1.

2. Para la condicién de positividad

(lple) = (¢l (Zpi |¢i><¢z’|> ),
= Zpi (plbs) (Pile)
=3 nllele) P,

> 0.

En la penultima linea hemos utilizado el hecho de que las probabilidades p; > 0.

Suponiendo un operador p que cumple con las condiciones de traza y positividad.

Al ser un operador positivo debe tener descomposicion espectral
p=>_ NiliNil.
J

donde los A; son los autovalores de p y deben ser reales y no negativos; y |J)

los autovectores normalizados. Donde, ademaés, por la condicion de la traza
E Aj =1
J

De esto obtenemos que tomando los |j), estados cuanticos; junto a los \;, las
probabilidades respectivas de los estados. El operador p representa un operador
de densidad para el ensamble {);, |7)}. O

13



Con la caracterizacion del teorema 1.4 formalizamos la representacion del
operador de densidad. En las siguientes secciones explicaremos la diferencia entre
estados puros y mixtos, reformularemos los postulados de la mecéanica cuantica y
explicaremos la operacion de traza parcial para estudiar subsistemas de un sistema

compuesto.

1.3.3. Reformulacién de los postulados

Para verificar que el operador de densidad es un lenguaje equivalente al de
vectores de estado, reformularemos los postulados de la mecanica cuantica empleando

este formalismo.

Postulado I: Asociado a cualquier sistema fisico cerrado hay un espacio vecto-
rial complejo con producto interno que es completo respecto a la norma inducida
por dicho producto interno (i. e., un espacio de Hilbert) conocido como espacio
de estados del sistema. El estado del sistema esta completamente descrito por
su operador de densidad, el cual es un operador positivo p con traza 1, actuando
en el espacio de estados del sistema. Si un sistema cuéntico se encuentra en el

estado p; con probabilidad p;, entonces el operador de densidad del sistema es
Zpipi- (1.14)

Postulado II: La evoluciéon de un sistema cuéntico cerrado esta descrita por

una transformacion unitaria. Es decir, el estado p del sistema evoluciona segtin
P =UpUT, (1.15)

donde U es un operador unitario que actiia sobre el espacio de estados del

sistema.

Postulado III: Las mediciones cuanticas estan descritas por una coleccion de
operadores de medicion {M,,}. Estos son los operadores actuando en el espacio
de estados del sistema siendo medido. El indice m se refiere a los resultados
que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado del sistema cuantico es p
inmediatamente antes de la medida, entonces la probabilidad de que ocurra el

resultado m esta dada por
p(m) = Tr (M} M,.p), (1.16)
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y el estado del sistema inmediatamente después de la medicion es

M, p M
P Pm (1.17)
Tr(anMm )
Los operadores de medicion satisfacen la ecuacion de completitud,
> MM, =1. (1.18)

Postulado IV: El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el
producto tensorial de los espacios de estados de los sistemas que lo componen.
Es decir, si los sistemas estan numerados de 1 a n, el espacio de estados total
esta dado por

H=H @Hy @ @ H,. (1.19)

Si los subsistemas son preparados de manera independiente, de modo que no
existen correlaciones entre ellos, entonces el estado conjunto del sistema esté

dado por el producto tensorial de los estados individuales:

P=pPLRPr @@ py. (1.20)

1.3.4. Matriz de densidad reducida

Como hemos mencionado a lo largo de esta seccion, el usar el formalismo de la
matriz de densidad para el estudio de la mecanica cuantica provee bastantes ventajas
respecto a los vectores de estado especialmente cuando queremos describir estados
de sistemas individuales a partir del sistema compuesto. Formalmente, dados dos
sistemas fisicos A y B descritos por un estado conjunto representado por la matriz de
densidad p4p, se define la matriz de densidad reducida del subsistema A, denotada

como p4, mediante la operacion de traza parcial sobre el subsistema B:

pa = Trplpas|, (1.21)

donde la traza parcial se define como:

Trplpas] = ) (iloldy), (1.22)

J
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con {|¢;)} una base ortonormal del espacio de estados del subsistema B.
El operador p4 contiene toda la informacion estadistica necesaria para calcular
los valores esperados de cualquier observable M que actie exclusivamente sobre el

subsistema A, es decir:
Tr(Mpa) = Tr[(M ® 1g)pag]. (1.23)

En términos fisicos, esta operacion permite extraer las propiedades de A ignorando

las correlaciones o grados de libertad del subsistema B.

1.4. Canales cuanticos

Los canales cuanticos permiten describir la evolucion de sistemas cuanticos tanto
cerrados como abiertos. Un sistema cuéntico se considera cerrado si no interactua
con su entorno, lo que implica una evolucién unitaria dictada por la ecuaciéon de
Schrédinger. Sin embargo, en el mundo real todos los sistemas cuanticos son abiertos;
es decir, interactiian con su entorno intercambiando informacién. En muchos casos
esta interaccion con el entorno no es despreciable y provoca que la evolucion del
sistema sea no unitaria, por lo que requerimos una herramienta mas general para
describir la dinamica. En este trabajo emplearemos para ello el formalismo de canales
cuanticos.

Formalmente, un canal cuéntico £ es un mapa lineal que transforma operadores
de densidad en otros operadores de densidad, representando la dinamica cuantica
més general posible. La accion de los canales cuénticos puede interpretarse geométri-
camente de forma muy intuitiva: es una transformacion del vector de Bloch 7 que

mapea el estado inicial al final segin la relacion

—

, I+

5 , (1.24)

g
p=—"— — E(p)=p

donde el vector de Bloch del estado final se puede escribir como ¥/ = M7 + ¢ con
7" el vector de Bloch del estado inicial, M una matriz real de 3 x 3 y ¢ un vector
tridimensional real?.

En la fig. 1.5 se observan dos ejemplos de canales cuanticos. En el panel izquierdo

se ve el canal phase flip, el cual achata la esfera de Bloch en el plano xy haciéndola

4Cabe mencionar que para que la transformacién sea un canal cuantico se requiere que 7, M y
¢ no violen la preservacion de traza y completa positividad. Para dar una imagen geométrica basta

—

con que el lector sepa que para todo 7, ¥’ debe permanecer en la esfera de Bloch.
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Figura 1.5. Efecto de los canales cuanticos (a) phase flip, con p = 0.25 y (b) depolarizing,
con p = 0.5, sobre la esfera de Bloch.

tender al eje z. En el panel derecho se observa el canal depolarizing, el cual contrae
toda la esfera de Bloch de manera uniforme haciéndola tender al estado maximamente

mixto.

1.4.1. Propiedades de los canales cuanticos

Para que un mapeo £(p) sea fisicamente consistente con los principios de la
mecanica cuantica, debe ser CPTP (siglas del inglés completely positive and trace
preserving), lo que significa que deber ser completamente positivo y preservar la
traza de la matriz de densidad. Esto asegura que la matriz de densidad resultante
representa un estado fisico.

Un mapa es positivo si, al ser aplicado a cualquier estado cuéantico p (que es
un operador de densidad y, por lo tanto, positivo semidefinido) de un espacio de
Hilbert H, el resultado sigue siendo un operador positivo semidefinido. La completa
positividad es una condiciéon méas fuerte que la positividad simple. Un canal cuéntico
& es completamente positivo porque, para cualquier dimension n y cualquier estado
cuantico p en el espacio de Hilbert extendido H ® A (donde A es un espacio auxiliar
de dimension n), el operador (€ ® 1,,)p sigue siendo positivo semidefinido [12]. La
completa positividad asegura que, incluso cuando el canal se extiende a un sistema
mas grande (por ejemplo, al considerar el sistema junto con su entorno), el operador
resultante sigue siendo positivo semidefinido. Esto es crucial para garantizar que las

probabilidades resultantes de cualquier medida fisica sean siempre no negativas. Por
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otro lado, la preservacion de la traza garantiza la conservacion de la normalizacion
del estado, pues el estado resultante luego de aplicar el mapa tendré traza uno, al

igual que el estado original.

1.4.2. Representacion de canales cuanticos

Cualquier canal cuantico que actte sobre un sistema S puede modelarse como
una evoluciéon unitaria U en un espacio de Hilbert més grande que comprende tanto
al sistema S como a un entorno F, seguido de la aplicacion de la traza parcial sobre

el entorno:

E(p) = Trp[U(p @ peny)UT). (1.25)

Reescribiremos ahora la ec. 1.25 en términos de operadores que actian tinicamente
sobre el espacio de Hilbert del sistema S. Sea {|ex)} una base ortonormal para el
espacio de estados del entorno (de dimension finita), y sea peny = |€o)€o| €l estado
inicial del entorno. Asumiendo, sin pérdida de la generalidad, que el estado del

entorno comienza en un estado puro, la ec. 1.25 puede reescribirse como
E(p) =Y _{exl Ulp ® leo)eol|UT [ex) ,

k
=Y " EwE], (1.26)
k

donde Ey = (ex|Uleg) es un operador en el espacio de estados del sistema S. La
ec. 1.26 se conoce como la representacion de Kraus (o representacion de operador
suma). Los operadores {E}} se conocen como operadores de Kraus (o elementos de

operacion, respectivamente) del canal cuantico &.

Los operadores de Kraus satisfacen una restricciéon importante conocida como

la relacion de completitud. Esta asegura que la traza de £(p) sea igual a uno:
1 =tr[E(p)],

=tr (Z Eka,Z) ,
k

=tr (Z E,iEkp) .
k
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Dado que esto se cumple para todo p, tenemos que
Y ElB =1 (1.27)
k

La representacion de Kraus es la forma mas comtn de representar canales cuanticos
en la literatura, ademas de ser la méas 1til para el calculo de la evolucion de sistemas

abiertos.

1.5. Decoherencia cuantica

En las secciones 1.3 y 1.4 ya hemos hablado de como los formalismos de matriz
de densidad y canales cuanticos (sistemas abiertos) son una generalizacion de los
vectores de estado y evolucion unitaria (sistemas cerrados). Sin embargo, no hemos
ahondado en uno de los fenémenos principales que estos formalismos nos permiten
modelar: la decoherencia. En el estudio de sistemas cuédnticos reales, es necesario
reconocer que ningun sistema fisico se encuentra verdaderamente aislado de manera
perfecta. La interaccion de un sistema cuéntico con su entorno resulta en lo que
hemos llamado «dindmicas abiertas». Estas dinamicas dan lugar al fenémeno de
decoherencia, que engloba procesos de atenuacion de fase, atenuacion de amplitud,
entre otros.

Dentro del formalismo del operador de densidad introducido en la secciéon 1.3,
la decoherencia se manifiesta principalmente como la atenuacion de los elementos
fuera de la diagonal en la representacion matricial del estado de nuestro sistema.
Estos elementos, conocidos como coherencias, codifican las relaciones de fase cuén-
tica entre los distintos estados de la base de una superposicion. A medida que el
sistema interacttia con el entorno, la informacion sobre estas fases relativas se pierde,
provocando que las coherencias tiendan a anularse. Fisicamente, esto se traduce en
que el sistema pierde la capacidad de exhibir efectos de interferencia cuantica en el
marco de las mediciones locales.

Modelar la totalidad de los grados de libertad del sistema junto con los del
entorno resulta computacional y analiticamente inviable. Por esta razon, el estudio de
la decoherencia recurre al formalismo de los canales cuénticos detallado en la seccién
anterior. Empleando la traza parcial sobre el espacio de Hilbert del entorno tras la
evolucion unitaria del sistema total, es posible obtener una descripcion efectiva y
reducida de la dinamica del sistema de interés mediante la representacion de Kraus.

En el ambito de las caminatas cuénticas, el estudio de la decoherencia posee un
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interés fundamental que trasciende la simple caracterizacion del ruido experimental.
Desde una perspectiva fisica, introducir operadores de decoherencia permite investigar
de manera controlada el limite semicléasico del sistema. Especificamente, facilita el
estudio de los mecanismos mediante los cuales la dindmica transiciona de una
expansion balistica a un transporte difusivo. El anélisis de estos modelos teoéricos de
decoherencia, asi como su impacto en la distribuciéon de probabilidad y las métricas

de cuanticidad, constituye el objeto central de estudio de este trabajo.
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2. Presentacion del problema

2.1. Modelos de decoherencia en caminatas cuanti-

cas

Dentro del campo de caminatas cuanticas, la decoherencia es un tema de
especial interés por los distintos fendémenos que nos permite explorar, desde estudiar
la transicion del comportamiento cuantico al clasico, como entender los efectos del
entorno que afectan a las implementaciones experimentales, o su papel en el diseno
y optimizacion de algoritmos. Como senala Kendon en la ref. [6], muchos de los
primeros estudios en el campo de caminatas cuanticas se tomaban la molestia de
verificar numéricamente que sus modelos especificos bajo ciertos tipos de decoherencia
transicionaban a caminatas aleatorias. De hecho, demostrar la existencia de este
limite clasico es una forma de justificar que la dindmica cuantica unitaria propuesta es
una caminata cuantica legitima. El primer estudio sistemético sobre la decoherencia
en este contexto fue realizado por Kendon y Sanders en la ref. [7]. Su trabajo se
enfoco en el principio de la complementariedad!, demostrando formalmente que,
mediante el control de las mediciones, el sistema puede interpolar de manera continua
entre una «onda de caminata» completamente coherente y una caminata aleatoria.

A diferencia de la vision convencional que asocia la decoherencia estrictamente
con el ruido ambiental inevitable, en el &mbito de las caminatas cuanticas esta ha
dejado de considerarse un simple error experimental indeseado. Por el contrario,
se ha integrado de manera intencional en diversos modelos con el fin de afinar
propiedades especificas del sistema (e. g. su tasa de dispersion [8]). En el caso de las
caminatas cuanticas discretas en el tiempo, la decoherencia se implementa mediante
el formalismo de canales cuanticos y el uso del operador de densidad, herramientas

que permiten modelar la pérdida de coherencia en el espacio de la moneda, en el de

!Principio que establece que los objetos cuanticos poseen propiedades exclusivas (e. g. onda y
particula) que no pueden medirse simultaneamente, pero que son necesarias en conjunto para una
descripcion fisica completa de los fenémenos cuanticos.
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la posicién o en ambos simultaneamente.

Uno de los primeros trabajos en demostrar la utilidad de la decoherencia en
caminatas cuéanticas fue el realizado por Kendon y Tregenna en la ref. [8]. En este
trabajo mostraron que para valores de decoherencia suficientemente pequenos es
posible potenciar los efectos de las caminatas cudnticas: particularmente, observaron
una distribucién muy cercana a la uniformidad, mayores tiempos de mezcla en ciclos
y tiempos de llegada méas confiables en un hipercubo. Si bien el presente trabajo
se centra exclusivamente en el estudio de la transicion a la clasicidad de nuestro
modelo, es fundamental reconocer que la decoherencia ofrece diversas perspectivas

de anélisis mas alla de la pérdida de coherencia cuantica.

2.2. Motivacion fisica del canal de fuzzy shift

2.2.1. Implementacién experimental

La implementacion experimental que se usé de base para este proyecto es la
presentada por Wang et al. en la ref. [21]. En este articulo, los autores disefiaron
una caminata cuantica discreta en el tiempo en una dimensiéon en una plataforma
fotonica, cuyo esquema se ilustra en la fig. 2.1. El experimento se divide en cuatro
modulos principales, de los cuales solo el segundo modulo (quantum walk module)
serd de nuestro interés. En la primera seccién de este modulo, Polarizeri?, un foton
es preparado en el estado |4,) = (|0) +i]1))/v/2. A medida que el foton avanza por
el montaje, su estado se transforma en cada paso mediante la interaccién con dos?

elementos fisicos:

e La moneda, implementada mediante una HWP. Esta aplica una rotacion en
el espacio de polarizacion del foton. Al orientar el eje dptico de la placa a un
angulo especifico, se induce un desfase entre las componentes de la luz que
transforma el estado de polarizacion, permitiendo preparar al fotén en una

superposicion de estados de la moneda. Matematicamente, la moneda que se

2El Polarizer! esta formado por 3 elementos: el PBS (Polarization-dependent Beam Splitter),
que selecciona el estado de polarizacion que nos interesa; una HWP (Half- Wave Plate), que rota el
vector de polarizacion para luz polarizada linealmente; y una QWP (Quarter- Wave Plate), que
introduce una fase relativa entre ambos estados de polarizacion.

3En el trabajo realizado por Wang et al., ademas de estos dos elementos fisicos se muestra una
Phase gate, formada por tres elementos: QWP, HWP, QWP. Esta seccion se usa para implementar
la decoherencia que ellos inducen en su experimento, mientras que en nuestra simulacioén eliminamos
estos elementos por completo para estudiar otros efectos de decoherencia que se discutirdn maés
adelante.
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Figura 2.1. Configuracién experimental en la que se baso el modelo de decoherencia.
Tomada de la ref. [21].

(2.1)

La HWP debi6 ser rotada un angulo 7 /12 respecto a la horizontal para provocar

una rotacion en la polarizacion del foton de o = /6, tal como se muestra en

la ecuacion.

El operador de desplazamiento, implementado mediante un cristal de calcita
birrefringente. Debido a la anisotropia del cristal, las componentes de polariza-

cion horizontal y vertical experimentan indices de refracciéon distintos y, por

ende, velocidades de propagacion diferentes. Esto genera un desfase temporal

de aproximadamente 5 ps que mapea el estado de polarizacion al espacio de

posiciones temporales, donde cada «paso» en la posicidon equivale a un retraso

acumulado. Mateméticamente, el desplazamiento que se implement6 para este

experimento fue

§= (le+ )| ®0)0] + |e)z| © [1X1]).
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2.2.2. Canal de decoherencia

Al transicionar de los modelos cuanticos ideales a sus respectivas implementacio-
nes experimentales, surge la interrogante sobre qué componentes podrian introducir
efectos de decoherencia. Basandonos en el modelo de Wang et al. [21] y su implemen-
tacion, notamos que seria posible encontrar efectos de decoherencia si los cristales
de calcita que implementan el operador de desplazamiento tuvieran imperfecciones
que provoquen retrasos no deterministas en los tiempos de llegada de los fotones.
En caso de que estos retrasos fuesen suficientemente grandes, podrian provocar que
un foton en el intervalo |t) se retrase hasta el intervalo siguiente, |t 4+ 1), afectando
considerablemente la distribuciéon de probabilidad resultante.

La relevancia de la decoherencia anteriormente descrita radica en el hecho de
que, en la implementacion de Wang et al. [21], el espacio de Hilbert correspondiente
a la posicién del caminante esté codificado en el tiempo de retraso de los fotones.
Esta codificaciéon introduce un desafio critico: a medida que aumenta el ntimero de
pasos N y, conservando la duracion total de la caminata, la estabilidad de la linea
de retardo se vuelve mas importante, pues errores pequenos en el retraso de las
polarizaciones del foton se vuelven mas significativos en comparacion con la duracion
total de la caminata. En resumen, la decoherencia propuesta sera més significativa
mientras més pasos se realicen en el mismo tiempo total de caminata.

Dado que utilizaremos el formalismo de canales cuanticos para incluir los efectos
de la decoherencia, es necesario reformular la evoluciéon de una caminata cuéntica
discreta en el tiempo (dada por la ec. (1.8)) en términos de la matriz de densidad.

La evolucion unitaria equivalente es:
Pt = SC’pt_lcTST = Upt_lUT, (23)

donde p; 1 = |t;_1)14_1| representa el estado del sistema en el paso temporal
anterior. Esta formulacion tiene la ventaja de ser mas general y permitirnos describir
no solo estados puros, sino también estados mixtos que surgen cuando se quieren
modelar imperfecciones en el proceso. En este trabajo, los operadores de la moneda
y de desplazamiento estaran dados por las ecs. (2.1) y (2.2), respectivamente.

El operador que modela la decoherencia que estudiaremos esta dado por

F= (Z|x+1>(:c|> ®1, (2.4)

xT

y lo nombraremos como fuzzy shift porque desplaza todos los estados de la posicién en
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una unidad, transformando |i) — |i + 1). Dependiendo de la probabilidad con la que
ocurra el retraso del fotén, este operador alterara las interferencias que tendria una
caminata cuantica. La evolucion de la caminata cuantica, considerando los efectos de
decoherencia introducidos por el operador de fuzzy shift, esta dada por el siguiente
canal cuantico:

pr = (1—p) (A],ot,l[]TijFUpt,l[A]TFT, (2.5)

donde el sistema evoluciona unitariamente mediante el operador U con probabilidad
(1 — p), mientras que, con probabilidad p se aplica, ademéas de la evoluciéon unitaria
U, la operacion de fuzzy shift F.

En este trabajo nos centramos en estudiar como la decoherencia modelada por
el canal de fuzzy shift |ec. (2.5)] puede afectar las propiedades cuénticas (cuanticidad)
del modelo ideal propuesto por Wang et al [21]. Especificamente, buscamos verificar

si el canal retorna la caminata cuantica a su limite clédsico como caminata aleatoria.
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3. Resultados

En este capitulo nos enfocamos en estudiar la dindmica de las caminatas
cuanticas bajo el efecto de la decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift.
Para ello, en la secciéon 3.1 analizamos primero el comportamiento del modelo de
caminata cuantica utilizado a lo largo de este trabajo |[presentado en la ec. (2.3)]
bajo efectos de decoherencia con limites clasicos reconocidos. Posteriormente, en la
seccion 3.2 analizamos el canal de fuzzy shift para el estado inicial py = |0, +) (0, +,],
evaluando su cuanticidad a través de la evolucion temporal de la desviacion estandar,
las coherencias en la matriz de densidad reducida de la posicién y la pureza del
estado, para determinar si este modelo también reproduce el comportamiento de
una caminata aleatoria, empleando los modelos de la seccién anterior como punto de
comparacion. Finalmente, para asegurar que los resultados obtenidos en la seccion
anterior se mantienen sin importar el estado inicial, en la secciéon 3.3 examinamos el

comportamiento del canal de fuzzy shift bajo distintos estados iniciales.

3.1. Clasicidad en canales de phase filip y proyec-

ciones

Existen canales de decoherencia que, bajo ciertos regimenes, llevan a una
caminata cuantica al comportamiento clésico. Este fend6meno se observa mediante
el analisis de la transiciéon de la distribucién de probabilidad, la cual pasa de un
régimen de expansion balistico a uno difusivo. En esta secciéon abordaremos dos
modelos distintos con ruido en el sistema: decoherencia en el espacio de la moneda
y decoherencia con proyectores en el espacio total de la caminata. Estos modelos
fueron escogidos porque muestran una transicion de comportamiento cuéntico al
clasico, por lo que nos serviran de comparacion con el modelo de fuzzy shift que
vamos a estudiar.

El primero de los modelos de ruido seleccionados fue el canal cuantico que

introduce decoherencia en el espacio de la moneda. Este canal ya ha sido estudiado
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Figura 3.1. Distribucién de probabilidad para caminatas cuanticas con decoherencia en
el espacio de la moneda modelada por el canal de phase-flip [cf. ec. (3.1)]. Se muestran
los resultados para ty = 100 pasos de evolucién temporal, con distintas probabilidades de
decoherencia p, partiendo en todos los casos del estado inicial p = |0, 44)(0, +].

anteriormente en la literatura (por ejemplo en la ref. [4]) y fue reproducido para este

trabajo. Estéd dado por:
pr=0=-p)Up U +p(1®@a.)UpU(1l®a.), (3.1)

donde o, es el operador de Pauli z. Con probabilidad 1 — p el sistema evoluciona
sin decoherencia y con probabilidad p se destruye progresivamente la coherencia
entre los estados de la base computacional de la moneda. Como se aprecia en la
fig. 3.1, conforme p — 0.5 la interferencia desaparece y la distribucion de probabilidad
tiende a la distribuciéon binomial que caracteriza a las caminatas aleatorias. Solo se
presentan las distribuciones de probabilidad para el intervalo p € [0,0.5] debido a
que el comportamiento del canal cuéntico en la ec. (3.1) es simétrico en el resto del
rango. A partir de p = 0.5, los resultados son anéalogos a los obtenidos anteriormente,
diferenciandose tinicamente por una reflexion espacial provocada por el canal de
phase flip. En la esfera de Bloch, este canal actia reduciendo el volumen de la esfera
hacia el eje z: cuando no hay ruido p = 0, la esfera permanece intacta; en el punto de
méxima interferencia p = 0.5, la esfera se comprime hasta convertirse en una linea
recta, eliminando las fases en la base computacional. Al llegar a p = 1, el sistema
recupera su forma original, pero con una rotacion que invierte las fases. Para la
caminata cuantica, esto significa que el sistema comienza con un comportamiento
puramente cuantico en p = 0, transiciona hacia un movimiento de tipo clasico en
p = 0.5 y vuelve a recuperar sus propiedades cuanticas en p = 1, comportandose

como un reflejo del estado inicial.

28



1 — p=0.01
p=0.03
p=0.06
1 — p=0.1

Probabilidad

1 — p=0.2
1 — p=05

I 1 1 A
0 20 40 60 80 100

Posicién

Figura 3.2. Distribuciéon de probabilidad para caminatas cuanticas con decoherencia
modelada por el canal de proyecciones [cf. ec. (3.2)]. Se muestran los resultados para
ty = 100 pasos de evolucién temporal, con distintas probabilidades de decoherencia p,
partiendo en todos los casos del estado inicial p = |0, 44) (0, +].

El segundo de los modelos con ruido simulados fue el canal cuéntico que
implementa decoherencia borrando las coherencias del espacio conjunto. Este canal
ya ha sido estudiado anteriormente en la ref. [8] y fue reproducido para este trabajo.

Esta dado por:

1 oo
pr=0—=p)Up U +p Z Z Px,CU,ot_lUTP;’C, (3.2)

c=0 z=0

donde los operadores P, . = |z, c)Xx, ¢| son proyectores sobre la base computacional
del sistema completo. Con probabilidad 1 — p el sistema evoluciona sin decoherencia
y con probabilidad p el sistema es proyectado a una posiciéon y moneda definida,
eliminando los elementos fuera de la diagonal de la matriz de densidad. Este proceso
suprime las superposiciones, forzando al sistema a comportarse como una particula
clasica que sigue una trayectoria difusiva, tal como se muestra en la fig. 3.2 para

distintos valores de p.

3.2. Clasicidad en el canal fuzzy shift

Una vez constatado que la decoherencia en el espacio de la moneda y la decohe-
rencia de proyecciones en los estados de la caminata recuperan el comportamiento
de una caminata aleatoria clasica, surge la pregunta de si este sera también el caso
para el canal de fuzzy shift |ec. 2.5]. Para estudiar si esta dinamica reproduce la

distribuciéon de probabilidad propia de las caminatas aleatorias, examinamos la
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Figura 3.3. Distribucion de probabilidad para caminatas cuénticas discretas en el tiempo
con decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift [cf. ec. (2.5)]. Se muestran los
resultados para ty = 100 pasos de evoluciéon temporal, con distintas probabilidades de
decoherencia p, partiendo en todos los casos del estado inicial p = |0, 44)(0, +].

distribucién de probabilidad de la posicion para diferentes valores de decoherencia p.

Lo primero que se aprecia en las graficas de la fig. 3.3 es que la dimensiéon
del espacio de Hilbert de la posicion minima para representar una caminata de ¢
pasos con decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift se duplica respecto al
de una caminata cuantica sin este canal, cuando la condicién inicial esta totalmente
localizada. Ademas, al aumentar p, la distribucion de probabilidad se desplaza y
las interferencias se suavizan. Para este canal, las distribuciones de probabilidad
asociadas a los valores de p € [0,0.5] son iguales a las correspondientes distribuciones
de probabilidad asociadas a valores de p en el intervalo [0.5, 1] en orden descendente,
pero desplazadas en la posicion. Ya que este comportamiento es similar al mostrado
por el canal de phase-flip seria razonable buscar, de manera inicial, el limite clasico

en p = 0.5.

Tras una inspecciéon réapida de las distribuciones de probabilidad de la fig. 3.3,
observamos que no se recupera la distribuciéon binomial de las caminatas aleatorias.
Esto hace que nos preguntemos si la decoherencia modelada por el canal de fuzzy
shift tiene un limite clasico al igual que el mostrado por los canales de phase flip o
de proyecciones. En las siguientes subsecciones utilizaremos diferentes métodos para

explorar las propiedades de la caminata, buscando responder a la pregunta anterior.
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Figura 3.4. Comparaciéon de la distribuciéon de probabilidad de una DTQW sujeta a
decoherencia frente a caminatas aleatorias con posicién inicial desplazada. La curva azul
representa la evolucién de 100 pasos de una caminata cuantica con decoherencia dada
por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)], con probabilidad de decoherencia p = 0.5 y estado
inicial p = |0, +4)(0, +,|. Las curvas amarilla y verde muestran las distribuciones de dos
caminatas aleatorias independientes cuyas posiciones iniciales son 61 y 140, respectivamente.
Se observa que, si bien esta caminata cuantica presenta dos picos alineados con los picos de
las caminatas aleatorias, la probabilidad es mayor en la regiéon central y menor en los picos
en comparaciéon con el comportamiento clasico.

3.2.1. Caminata decoherente como superposicion de camina-

tas aleatorias

Para explicar la distribuciéon de probabilidad del canal de fuzzy shift de la
fig. 3.4, planteamos la hipdtesis de que la dinamica bajo la decoherencia modelada
por este canal fuera analoga a dos caminantes clasicos independientes evolucionando
en la misma linea. Para evaluar esta similitud, se intent6 caracterizar dicho limite
mediante el ajuste de la distribucién observada a una suma normalizada de dos
distribuciones binomiales, como se muestra en la fig. 3.4. Sin embargo, esta hipotesis
fue descartada al contrastar los resultados: si bien existe una coincidencia en la
posiciéon de los picos principales, la probabilidad de la distribuciéon cuantica en las
regiones de los picos es mucho menor a la de la suma de las distribuciones clasicas;

mientras que para la region central ocurre lo contrario.

3.2.2. Verificacion de clasicidad empleando la desviacion es-

tandar

En el capitulo 1 vimos que las distribuciones de probabilidad para los diferentes

tipos de caminatas se caracterizan por el comportamiento de su desviacion estandar o

31



0.08 - 4

p=0.5
— p=0.7

Probabilidad

0.04 -

0.00 |- et || N e b
0 50 100 150 200

Posicién
Cr .

350

e p=0.2
p=0.5
e p=0.7

30F

20; .p:l

15;

4 — 0.356974t

0.358843t

, — 0.358014t
of L I I L =

o 20 a0 e s 10 — 0353619t

Tiempo

Desviacién estandar

10

Figura 3.5. En el panel superior se muestran las distribuciones de probabilidad de caminatas
cuanticas con decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)] con estado inicial
p =10,44)(0, 4| y ty = 100 pasos de evolucion temporal, para distintas probabilidades p.
En el panel inferior se muestra la grafica de la desviacién estandar en funcién del tiempo
para cada valor de p anterior.

mientras que las caminatas aleatorias presentan una desviaciéon estandar proporcional
a la raiz cuadrada del tiempo (o o< v/1), en las caminatas cuanticas esta relacion
es lineal (0 o t), denotando un transporte balistico. Considerando lo anterior, se
calcul6 la desviacion estandar de la distribucion de probabilidad para cada paso
de caminatas cuanticas con distintos valores de decoherencia p. Posteriormente, se
compard el ajuste de las desviaciones estandar con las curvas At (cuantico) y A/t
(clésico) y se grafico el ajuste con mayor coeficiente de determinacion (R?). Esto se
puede ver en el panel inferior de la fig. 3.5, en donde observamos que el mejor ajuste

es el lineal (régimen cuéantico) para todos los valores de p mostrados.

Los resultados de la fig. 3.5 muestran la ausencia de una transicion al régimen
clasico. Independientemente del valor de p, la desviacion estdndar mantiene un

crecimiento lineal, sin adoptar un comportamiento de raiz cuadrada. Esto sugiere
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Figura 3.6. En el panel superior se muestran las distribuciones de probabilidad de
caminatas cuanticas con decoherencia modelada por el canal de proyecciones [ec. (3.2)]
con estado inicial p = [0, +4)(0, +,| ¥ t; = 100 pasos de evolucion temporal, para distintas
probabilidades p. En el panel inferior se muestra la grafica de la desviaciéon estandar en
funciéon del tiempo para cada valor de p anterior.

que, a diferencia de otros modelos de ruido, el canal de fuzzy shift preserva el carécter
balistico de la propagacion. En contraste, para el canal de proyecciones [ec. (3.2)] se
observa una transicion paulatina de la dindmica lineal a la de raiz cuadrada conforme
aumenta la decoherencia, tal como se evidencia en el panel inferior de la fig. 3.6.
Para asegurarnos de que el comportamiento mostrado por las figs. 3.5 y 3.6 se
mantiene para valores intermedios de p se realizo la fig. 3.7. Para realizar esta gréfica
se sigue este procedimiento: 1) se fija un valor para la probabilidad de decoherencia
0 < p < 1; 2) se calculan las distribuciones de probabilidad de una caminata cuantica
con el canal escogido (fuzzy shift o canal de proyecciones), para distintos tiempos
desde t = 1 hasta t = 100; 3) se calcula la desviacion estandar para cada una de las
distribuciones anteriores; 4) se toma la desviacion estandar en funcion de ¢ y se le
realiza un ajuste lineal y uno de raiz cuadrada; 5) se grafica el R? de cada uno de

los ajustes; 6) todo el procedimiento anterior se repite para todos los valores de p. El
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Figura 3.7. Coeficiente de determinacion R? en funcién de la probabilidad p de que ocurra
decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift |ec. (2.5)] (lineas azul y amarilla) y por
el canal de proyecciones [ec. (3.2)] (lineas verde y roja), para una caminata cuantica con
estado inicial p = |0, 44)(0, +,| ¥ ty = 100 pasos de evolucion. La linea azul representa qué
tan bien ajusta el comportamiento de las caminatas al régimen cuantico (o o t), mientras
que la linea amarilla representa qué tan bien ajusta el comportamiento de las caminatas al
régimen clasico (o oc v/1). Se observa que para el canal de fuzzy shift hay un mejor ajuste
con el comportamiento cuantico para todos los valores de p, mientras que para el canal de
proyecciones hay una transicién entre el comportamiento cuantico y clasico.

valor del R? mas grande para un valor de p especifico permite conocer cuél funcion
(lineal o rafz cuadrada) se ajusta mejor a la funcion de la desviacion estandar en el
tiempo, lo que da intuicion acerca de si su comportamiento es mas similar al de una
caminata cuantica o clésica para dicho valor de p. Esta grafica también nos muestra
en qué valor de la probabilidad de decoherencia se encuentra la transiciéon entre un
comportamiento al otro.

Si observamos la fig. 3.7 hay una gran diferencia en el comportamiento de cada
uno de los canales. Mientras que el canal de proyecciones muestra un intercambio claro
en los comportamientos cuantico y clasico, el canal de fuzzy shift es completamente
dominado por el comportamiento cuantico. Este resultado parece ya apuntar a la

ausencia de un limite clasico para el canal de fuzzy shift.

3.2.3. Coherencias en la matriz de densidad reducida de la
posiciéon

La matriz de densidad de un sistema cuantico esta dividida en dos partes que

representan conceptos fisicos distintos: los elementos de la diagonal y los de fuera

de la diagonal. Los primeros representan las probabilidades clasicas de encontrar

al sistema en un estado en especifico de los estados de la base al medir; mientras
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que los elementos fuera de la diagonal (llamados coherencias) representan la relacion
de fase cuantica entre los estados de la base: si estos términos son distintos de cero,
el sistema se encuentra en una superposiciéon cuantica coherente de los estados de
la base, en lugar de ser simplemente una mezcla estadistica de los mismos. En este
caso nos interesa tnicamente saber qué le ocurre a las coherencias empleando la
representacion matricial en la base computacional de la caminata. Esto se debe a
la dindmica de la caminata: el operador de desplazamiento (tal como fue definido)

actia en funcion de los estados de esta base.

En esta seccion observaremos las coherencias de la matriz de densidad repre-
sentada en la base computacional para observar su cuanticidad: mientras menor
sea su magnitud, menor sera el caracter cuantico de la caminata. En el limite del
comportamiento totalmente clasico, la matriz de densidad seré diagonal, represen-
tando una distribucion de probabilidad clasica, sin superposiciones, ni interferencia.
Para cuantificar la coherencia de las caminatas bajo el efecto del canal de fuzzy shift
emplearemos la norma [; de la coherencia, la cual esta definida como la suma de
los valores absolutos de todos los elementos fuera de la diagonal de una matriz de

densidad representada en la base computacional de la caminata [1]:

C(p) =Y _lpijl- (3.3)

i#]

El valor de €}, es un ntimero real, no negativo en el intervalo [0,d — 1] (con d la
dimension del espacio de Hilbert del sistema), donde C;, = 0 significa que no hay
ninguna coherencia y ('}, = d — 1 significa que el estado es el maximamente coherente.
A fin de comparar valores de la norma [; de coherencia con espacios de diferente

tamano, tomaremos su valor normalizado:

Cy
d—1

Ci(p) = (3.4)

En la fig. 3.8 se muestra la matriz de densidad de una caminata cuéntica sin
decoherencia y en ella las coherencias son muy notorias y forman un cuadrado en la
primera mitad de la diagonal. El célculo de la norma [, de la coherencia normalizada
para este escenario es aproximadamente C’ll = (0.569649. Por otro lado, en la fig. 3.9 se
muestra la matriz de densidad de una caminata cuantica con decoherencia modelada
por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)] y se observa que en ella las coherencias disminuyen
y se concentran mayormente alrededor de la diagonal. El célculo de la norma /; de la

coherencia normalizada para este escenario es aproximadamente éll = 0.0944586. Si
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Figura 3.9. Matriz de densidad reducida de
la posicién de una caminata con probabilidad
p = 0.5 de que ocurra decoherencia modela-
da por el canal de fuzzy shift ec. (2.5)] con
estado inicial pg = [0,4)(0,+y| y tf = 10
pasos de evolucién temporal.

Figura 3.8. Matriz de densidad reducida
de la posiciéon de una caminata cuéntica sin
decoherencia [modelada por la ec. (2.3)], con
estado inicial pg = [0, +,)(0,+y| y ty = 10
pasos de evolucién temporal.

bien la matriz de la fig. 3.9 no es diagonal, las normas /; de coherencia normalizadas

evidencian la reduccion de las coherencias a causa del canal de fuzzy shift.

Para averiguar si aumentando la cantidad de pasos las coherencias disminuyen,
se calcul6 la norma [l; de coherencia normalizada de la misma caminata cuantica
que en la fig. 3.9, pero aumentando la cantidad de pasos de 10 a 100, como se
puede ver en la fig. 3.10. El valor obtenido numéricamente fue éll = 0.0313267, y es
menor al obtenido para 10 pasos. Al ajustar la escala en la fig. 3.10 imponiendo un
limite superior al gradiente de colores! (fig. 3.11) se observa la presencia de «ondas»
de coherencias que se propagan sobre la «antidiagonal»?. La persistencia de estas
estructuras que se propagan en el tiempo nos hace sospechar que, a pesar de la
decoherencia introducida por el canal, el sistema retiene caracteristicas cuanticas y

no colapsa a una dinamica clasica.

Graficando la norma [; de coherencia normalizada en el tiempo (fig. 3.12)
podemos ver que C’ll se estabiliza con el pasar del tiempo, aunque al inicio decaiga
rapidamente, a mayor tiempo disminuye su razéon de cambio. Esto confirma nuestra

suposicion sobre la prevalencia de la cuanticidad de la dindmica a tiempos largos.

1Se saturan los valores altos y se restringe el gradiente de color tinicamente al 3.125 % de los
datos con menor magnitud
2Perpendicular a la diagonal que pasa por el punto medio de la misma.
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Figura 3.10. Matriz de densidad reducida de Figura 3.11. Ajuste a la escala del gradiente
la posicién de una caminata cuantica con pro- de color de la fig. 3.10 para resaltar elementos
babilidad p = 0.5 de que ocurra decoherencia con menor magnitud relativa en la matriz
modelada por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)], de densidad. El 3.125% de los valores maés

con estado inicial p = |0,44)(0,+y| vy ty = pequeiios es coloreado en la escala morada y
100 pasos de evoluciéon temporal. el resto es de color rojo.
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Figura 3.12. Norma [; de coherencia normalizada en funcién del tiempo. Se muestran
ty = 100 pasos de evolucion para tres dindmicas distintas: una caminata cuantica con
probablilidad p = 0.5 de que ocurra decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift
lec. (2.5)]; una caminata cuantica sin decoherencia |ec. (2.3)[; y el limite clasico del canal de
proyecciones |ec. (3.2)]. En todos los casos se empleo el estado inicial pg = [0, +y) (0, +,].
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3.2.4. Evaluando cuanticidad mediante la pureza

Hasta ahora toda la evidencia apunta a que el proceso de decoherencia modelado
por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)] no tiene ningun limite en el cual regrese el
comportamiento clasico. Esto puede hacernos dudar de que la ec. (2.5) modele
verdaderamente un proceso de decoherencia. Aunque es bastante evidente que el
canal de fuzzy shift no puede ser escrito como una tinica evolucién unitaria, para

descartar cualquier duda podemos utilizar la pureza:

v =Tr[p?]. (3.5)

Graficando la evolucion de la pureza en el tiempo es posible asegurar que
el proceso es decoherente, siempre y cuando la pureza vaya tendiendo a un valor
cada vez menor. Tal como se puede ver en la fig. 3.13, donde tanto para la matriz
de densidad completa como para la matriz de densidad reducida de la posicion,
la funcion (t) asociada a la caminata decoherente con el canal de fuzzy shift se
encuentra mas cerca de tender al limite inferior (estado maximamente mixto) que
al comportamiento de una caminata cuéntica unitaria. Ademaés, la funcion de la
pureza en el tiempo de la caminata con decoherencia modelada por el canal de
fuzzy shift tiene un comportamiento mucho mas parecido al de la funcién para el
limite clasico del canal de proyecciones, comparado con el comportamiento de la
funcion de la pureza para la caminata cuantica unitaria. Esto nos asegura que el
canal verdaderamente modela decoherencia y, a pesar de eso, nada parece indicar

que vaya a haber un regreso al comportamiento clasico.

3.3. Distintos estados iniciales de la moneda

Tras haber caracterizado la dindmica del canal de fuzzy shift bajo un estado
inicial especifico, resulta fundamental determinar si la ausencia de un limite clasico
es una propiedad intrinseca del canal o si, por el contrario, depende de la preparacion
inicial del sistema. Para evaluar la generalidad de las conclusiones obtenidas, se
extendié el estudio a una muestra representativa de estados en el espacio de la
moneda, usando los distintos estados de las eigenbases de los operadores de Pauli
que son los estados [0), |1), |[+), |—), |[+4) ¥ |—y) (ver en la fig. 3.14). Esta seleccion
constituye una muestra significativa, ya que estos estados forman las tres bases
mutuamente imparciales (MUBs por sus siglas en inglés) del espacio. Geométrica-

mente, se distribuyen de forma simétrica por toda la superficie de la esfera de Bloch.
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Figura 3.13. Evolucién temporal de la pureza + de la matriz de densidad del sistema
total (panel superior) y de la matriz de densidad reducida de la posicion (panel inferior). Se
muestran ¢y = 100 pasos de evolucion para tres dinamicas distintas: una caminata cuéntica
con probabilidad p = 0.5 de que ocurra decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift
lec. (2.5)]; una caminata cuantica sin decoherencia |ec. (2.3)]; y el limite clasico del canal de
proyecciones |ec. (3.2)]. En todos los casos se empleo el estado inicial pg = [0, 4+) (0, +|.
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1)

Figura 3.14. Representacion en la esfera de Bloch de los estados [0), [1), |+), |=), |+y) ¥
=)

Matematicamente, el cuadrado del producto interno entre dos estados cualesquiera
de bases diferentes es exactamente 1/2, lo que significa que ninguna base presenta
un solapamiento preferencial con otra. Al evaluar este conjunto distribuido uniforme-
mente, evitamos que nuestra muestra se agrupe en una region especifica del espacio
de Hilbert, reduciendo asi la posibilidad de sesgo que podria surgir al seleccionar

estados iniciales «privilegiados».

Para evaluar la cuanticidad de las caminatas cuénticas con distintos estados
iniciales vamos a repetir la prueba de la desviacion estdndar de la distribucion de
probabilidad usando el canal decoherente y lo compararemos con las distribuciones sin
decoherencia. La eleccion de estado inicial afecta significativamente a la distribucion
de probabilidad cuéntica de la caminata; sin embargo, la acciéon de la decoherencia en
la distribucién de probabilidad es cualitativamente la misma para todos los estados
iniciales: las interferencias desaparecen y la curva se «suavizay, pero se conserva un
esbozo de los picos principales de la distribuciéon. Todo lo anterior ocurre sin cambiar

el comportamiento balistico de distribucién de la caminata.

En la fig. 3.15 se comparan las distribuciones de probabilidad de una caminata
cuantica unitaria y otra con decoherencia, empleando los eigenvectores de o, como
estados iniciales de la moneda. Podemos observar que la distribucién de probabilidad
de la caminata unitaria presenta varias irregularidades, siendo la mayoria de estas

producto de la interferencia cuéntica de la caminata, mientras que las ultimas
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Figura 3.15. Comparacién de distribuciones de probabilidad entre una caminata cuantica
sin decoherencia [ec. (2.3)] y una caminata cuantica con probabilidad p = 0.5 de que ocurra
decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)]. En el panel de la izquierda
se emplea el estado inicial p = |0,0)(0, 0| para ambas dinamicas, mientras que en el panel
derecho se emplea el estado inicial p = |0,1)(0,1|. Todos los resultados corresponden a
ty = 100 pasos de evolucion temporal.
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Figura 3.16. Comparacion de distribuciones de probabilidad entre una caminata cuantica
sin decoherencia [ec. (2.3)] y una caminata cuantica con probabilidad p = 0.5 de que ocurra
decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)]. En el panel de la izquierda se
emplea el estado inicial p = |0, +;)(0, +5| para ambas dinamicas, mientras que en el panel
derecho se emplea el estado inicial p = |0, —;)(0, —,|. Todos los resultados corresponden a
ty = 100 pasos de evolucion temporal.

irregularidades apreciables en ambos extremos son los «picos» de la distribucion.
Por otro lado, para la distribucién decoherente, el canal de fuzzy shift borra las
interferencias y conserva los picos, desplazandolos hacia el centro de la distribucién
(este efecto serd mas evidente en las figuras posteriores).

En las figs. 3.16 y 3.17 se muestran las distribuciones de probabilidad de las
mismas dinamicas de la figura anterior (fig. 3.15); pero empleando los eigenvectores de
0, y 0y, respectivamente. La forma de todas las distribuciones es similar, cambiando
principalmente la diferencia de altura que hay entre los picos de las distribuciones;
mientras que el resto de las cualidades mencionadas anteriormente se mantienen.

El resultado mas importante de esta seccién se puede observar en la fig. 3.18,; en

la cual graficamos la desviacion estdndar en funcion del tiempo para las distribuciones
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Figura 3.17. Comparacién de distribuciones de probabilidad entre una caminata cuantica
sin decoherencia [ec. (2.3)] y una caminata cuantica con probabilidad p = 0.5 de que ocurra
decoherencia modelada por el canal de fuzzy shift [ec. (2.5)]. En el panel de la izquierda se
emplea el estado inicial p = |0, +,)(0, +,| para ambas dindmicas, mientras que en el panel
derecho se emplea el estado inicial p = [0, —,)(0, —|. Todos los resultados corresponden a
ty = 100 pasos de evolucion temporal.
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Figura 3.18. Desviacion estandar en funciéon del tiempo de las caminatas decoherentes de
las figs. 3.15, 3.16 y 3.17 (lineas punteadas); junto al mejor ajuste entre el comportamiento
cuantico y el clésico (lineas solidas).

de probabilidad de la caminata con decoherencia para cada uno de los distintos
estados iniciales. Ya que las distribuciones de probabilidad para estados iniciales de
la moneda que son eigenestados de un mismo operador de Pauli son una reflexiéon
horizontal la una de la otra, ambas distribuciones poseen la misma desviacion
estandar en funcion del tiempo (como se aprecia en esta figura). Ademés, para todos
los estados iniciales mostrados, la desviacion estandar es lineal, indicando que el
canal no regresa al limite cldsico como caminata aleatoria, sino que mantiene sus

caracteristicas cuanticas.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se estudié como la decoherencia, modelada a través del canal
de fuzzy shift, afecta la cuanticidad de una caminata cuantica discreta. El objetivo
central de implementar este canal fue simular el efecto de imperfecciones fisicas reales,
especificamente los desplazamientos no deterministas que pueden ser inducidos por
los cristales de calcita birrefringentes en implementaciones de caminatas cuanticas
en plataformas fotonicas similares a la de Wang et al. [21]. De este modo, el modelo
permitié evaluar el impacto de estas fluctuaciones espaciales sobre la dinamica ideal

del sistema.

Al analizar la transicion del comportamiento cuantico al clasico del modelo de
decoherencia con el canal de fuzzy shift aplicado al estado |+,) se concluye que, a
diferencia de los canales de phase-flip o de proyecciones, este canal no reproduce el
comportamiento de una caminata aleatoria. Los resultados de la implementacion
numeérica realizada para el estudio de este modelo de caminata cuantica muestran
que la desviacion estandar de la caminata bajo el canal de fuzzy shift mantiene
un crecimiento lineal caracteristico de la propagaciéon balistica, demostrando que
el sistema no transiciona completamente hacia un régimen difusivo. Asimismo, el
analisis de la norma [; de coherencia normalizada y de la pureza indica que, aunque
el canal introduce una atenuacion de las coherencias del sistema, este mantiene
caracteristicas cuanticas que persisten a tiempos largos, impidiendo una transicion

completa hacia el comportamiento difusivo clasico.

Ademas, se verifico numéricamente que la ausencia de un limite clasico bajo el
canal de fuzzy shift es una propiedad inherente de la dinamica propuesta y no una
consecuencia del estado inicial del sistema. Para garantizar la generalidad de este
resultado y evitar posibles sesgos asociados a la eleccion de la base, se extendio el
estudio a una muestra representativa de estados de la moneda, evaluando las tres
bases mutuamente imparciales (eigenestados de los operadores de Pauli en la esfera
de Bloch). Si bien la eleccion del estado inicial afecta la simetria de la distribucion

de probabilidad resultante, los resultados mostraron que, independientemente de
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la preparacion de la moneda, la desviacion estandar conserva invariablemente un
crecimiento lineal en el tiempo.

Se concluye que, a pesar de que las imperfecciones experimentales modeladas
mediante el canal de fuzzy shift alteran la forma de la distribucién de probabilidad
estandar de las caminatas cuanticas, esto no destruye la propagaciéon balistica de la
misma. Esto sugiere que la implementacion foténica de Wang et al. es robusta bajo
este tipo de decoherencia, permitiendo que la caminata cuéntica conserve su ventaja

cuéntica incluso al considerar las imperfecciones de los cristales de calcita.
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A. Implementaciéon numérica

Para la obtencion de los resultados presentados en este trabajo, se desarrolld un
paquete de software en Wolfram Language (Mathematica) denominado QW, el cual
puede encontrarse en el repositorio de GitHub https://github.com/AmadoCab/QW.
Este paquete fue diseiado con un enfoque modular, con el objetivo de simular
caminatas cuanticas discretas en el tiempo, permitiendo el estudio de la decoherencia
mediante el formalismo de la matriz de densidad. A continuacién, se describen los

componentes principales de la implementacion.

A.1. Definicion del entorno de simulaciéon

La configuracion fisica del sistema se encapsula en una estructura de datos
flexible basada en asociaciones (Associations). La funcion DTQWEnv construye y
valida este entorno, asegurando que se proporcionen los pardmetros necesarios para

la simulacién.

El entorno distingue entre dos regimenes de operacién mediante la clave

Decoherent:

¢ Evolucion unitaria: Requiere la definicion de un operador unitario, o bien,
de los operadores de moneda Coin y desplazamiento Shift por separado, los

cuales se combinan internamente.

e Canales cuanticos: Si el sistema es decoherente, el entorno valida la existencia

de operadores de Kraus Kraus y sus probabilidades asociadas Probabilities.

Esta estructura permite abstraer los detalles de la caminata, pasando un tnico objeto

env a las funciones de evolucidn.
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A.2. Dinadmica y evolucién temporal

El ntcleo de la simulacion reside en la funcién DTQWStep, la cual calcula el
estado p;11 a partir de p;. Este proceso se divide en tres etapas secuenciales: redi-

mensionamiento, evolucion unitaria y decoherencia.

A.2.1. Redimensionamiento dinAmico del espacio

Dado que el caminante puede explorar nuevas posiciones en cada paso, el tamano
de la matriz de densidad debe ajustarse dinAmicamente. La funcién DTQWSpacing
gestiona este crecimiento mediante la técnica de padding (relleno) de matrices. Se
implementaron varios modos de crecimiento controlados por el pardmetro Type del

entorno:
e FixedSize: Mantiene el tamarno de la matriz constante.

e Growing: Aplica ArrayPad simétricamente, anadiendo espacio a ambos lados

de la matriz.

e ForwardGrowing: Anade espacio Gnicamente en una direccién, optimizando la

memoria para distinto tipo de caminatas.

e nAhead: Anade espacio en una direcciéon al igual que ForwardGrowing pero lo

hace de acuerdo al valor de n.

A.2.2. Aplicacién de operadores

La evolucién del estado inicial de la caminata se realiza mediante la funciéon
auxiliar DTQWApplyOperator. Esta funcion generaliza la aplicacion de operadores,
manejando tanto matrices explicitas como funciones operacionales.

Para sistemas unitarios, el paso se reduce a:
pry1 = Up U (A.1)

donde U es el operador de evolucion unitario. Para sistemas con decoherencia, la
evolucion se modela como un canal cuéntico. El codigo implementa la suma de Kraus

mediante la funciéon Inner, ponderando cada operador K; por su probabilidad p;:
Pri1 = Z piK;(Up,UNK] (A.2)
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Esta implementacién numérica permite simular cualquiera de los canales cuénticos

de interés en este trabajo.

A.3. Ejecucion de la simulaciéon

El paquete ofrece dos modalidades de ejecucion principales:

1. Simulacién directa (DTQW): Ejecuta un ciclo Do por n pasos y retorna
tnicamente la matriz de densidad final, optimizando el uso de memoria cuando

no se requiere la historia temporal.

2. Traza de la evolucion (DTQWTrace): Utiliza una estructura Table para
almacenar y retornar la lista completa de estados {po, p1, ..., pn}, permitiendo

el analisis de la dindmica temporal.

En ambos casos, el estado inicial de la moneda ¢y se convierte autométicamente en
una matriz de densidad pura mediante el producto exterior |g)(1p| antes de iniciar

el ciclo.

A.4. Anailisis y reduccion de datos

Una vez obtenida la matriz de densidad, el paquete incluye herramientas para

extraer observables fisicos.

A.4.1. Matriz reducida y distribucién de probabilidad

La funcién DTQWReducedMatrix implementa la traza parcial, permitiendo aislar
el subsistema de la posicion o de la moneda. A partir de la matriz reducida de posicion,
la funcion DTQWPosDistribution extrae la diagonal para obtener la distribuciéon de

probabilidad cléasica P(z) del caminante.

A.4.2. Momentos estadisticos y ajustes

Para caracterizar el tipo de difusion (balistica vs. difusiva), se implementaron
funciones para calcular el valor esperado (DTQWPosExpvalue) y la desviacion estandar
(DTQWPosStandardev) de la distribucion.

Finalmente, la funcion DTQWSdAdjustments realiza un anélisis de regresion
no lineal sobre la desviacion estandar en funcion del tiempo. El sistema compara

automaticamente dos modelos de crecimiento:
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e Balistico: o(t) o< At
e Difusivo: o(t) oc AVt

El codigo selecciona y retorna el modelo con el mejor coeficiente de determinacion
ajustado (Adjusted R?), permitiendo clasificar automaticamente el comportamiento

de la caminata bajo diferentes condiciones de decoherencia.

A.4.3. Pureza de estado y norma /; de coherencia

De las rutinas DTQW y DTQWTrace se obtienen las matrices de densidad co-
rrespondientes a los estados de la caminata en el tiempo. Luego, para calcular la
pureza (definida en la ec. 3.5) podemos usar la rutina Purity aplicada a la matriz
de densidad.

Del mismo modo, al tener la matriz de densidad del sistema podemos calcular
la norma ¢; de coherencia (definida en la ec. 3.3) usando la rutina 11Coherence o,

si se desea el resultado normalizado, 11CoherenceNormal.
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B. Trabajo social

De conformidad con lo expuesto en la introduccion, el presente trabajo de
graduacion integra un componente de trabajo social que complementa la investigacion
cientifica desarrollada. Esta estructura permite dar cumplimiento integral a los tres
ejes estratégicos de la Universidad de San Carlos de Guatemala: investigacion,
docencia y extension. En este capitulo se describen las actividades llevadas a cabo

que corresponden, especificamente, a los ejes de extension y docencia.

B.1. Extension

En el contexto universitario, extension se define como el proceso de interaccion
entre la universidad y la sociedad. A través de este eje, la universidad proyecta
su quehacer académico, cientifico y cultural para contribuir a la soluciéon de pro-
blemas nacionales y a la formaciéon integral, promoviendo la democratizacion del
conocimiento.

Para la parte del proyecto de EPS que abarca este eje de extension, se colaboro
activamente con la Escuela de Ciencias Fisicas y Matematicas (ECFM) durante
la participacion en el evento «InfoUSAC». Las actividades realizadas incluyeron la
planificacion logistica, la organizacion del stand informativo y la difusion directa de
la oferta académica. La razon por la cual se propuso esta actividad para el eje de
extension es porque cumple con el objetivo fundamental de la difusion de la cultura
cientifica, ademés de incentivar a los estudiantes de nivel medio a optar por carreras

cientificas que, a largo plazo, beneficien el desarrollo tecnologico y cientifico del pais.

B.1.1. InfoUSAC

El evento «InfoUSAC» es la feria informativa més grande de Guatemala. Este
evento, organizado anualmente, convoca a miles de estudiantes de nivel medio que
se encuentran en proceso de preparacion para su ingreso a la educaciéon superior.

Durante el evento a los estudiantes se les ofrece una visita guiada por el campus
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central de la Universidad de San Carlos de Guatemala, permitiéndoles conocer los
distintos organismos, facultades y escuelas que componen la USAC.

El objetivo principal no se limita a ofrecer una visita guiada por el campus
central de la Universidad de San Carlos de Guatemala, sino que también incluye
la instalacion de stands por parte de cada unidad académica. De este modo, cada
estudiante tiene la opcion de visitar los espacios de las unidades que sean de su interés
para recibir informacién detallada sobre carreras disponibles, pensum de estudios,
salidas laborales, entre otros. Ademas de eso, en cada stand se hace participe a
los aspirantes en actividades recreativas disenadas para acercarlos a cada escuela o
facultad. Esto cumple con un doble objetivo: (1) ayudar a los aspirantes a tomar
una decision fundamentada sobre su futuro académico y profesional, y (2) permitir
que las distintas unidades académicas promocionen su oferta educativa de manera
directa.

La edicion InfoUSAC 2025 se llevo a cabo del 25 al 28 de marzo, en un horario
de 8:00 a 15:00 horas, en la Plaza de los Martires. En esta edicion, el stand de
la ECFM atendi6 a un aproximado de 300 aspirantes, a quienes se les brindé
informacion detallada. De este grupo, aproximadamente un tercio mostré un interés
marcado, inscribiéndose para recibir informaciéon adicional por correo electronico. La
colaboracion brindada durante el evento se estructur6 en tres fases: la elaboracion

de material, la preparacion del stand y la participacion activa durante el evento.

B.1.2. Elaboracion de material

La fase de elaboracion de material consistio en la preparaciéon y seleccion de
los recursos visuales y didécticos que se utilizarian para atraer e informar a los

estudiantes. Entre las actividades destacadas se encuentran:

e Colaboracion en presentaciones institucionales: Se brindé retroalimenta-
cion de la presentacion institucional del Licenciado José Carlos Bonilla para
complementar la informacién para estudiantes de fisica y asi proyectar una

imagen cohesiva de la Escuela.

e Divulgacion cientifica: Se elabord y present6é un poster sobre Caminatas
Cudnticas. Este material sirvié como un ejemplo concreto de la investigacion de
alto nivel que se realiza dentro de la ECFM, ilustrando a los aspirantes sobre

los temas de vanguardia en los que los estudiantes trabajan durante la carrera.

e Material liidico-matematico: Se seleccionaron diversos juegos de ingenio
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para interactuar con los estudiantes y desafiar su razonamiento logico. Entre

estos se incluyeron:

o El juego «senkuy, atil para explicar identificacion de patrones y extrapo-

lacion de técnicas conocidas a nuevos problemas.

o Cubos de Rubik y Megaminx, utilizados para atraer la atenciéon e, infor-

malmente, introducir conceptos de simetria y teoria de grupos.

e Colaboracion con material didactico: Adicionalmente, se apoy6 a la com-
panera Mariana Elizabet Pérez Muralles en la preparacion de demostraciones
visuales, incluyendo explicaciones sobre el Teorema de Pitagoras y las Torres de

Hanoi, asi como la recopilaciéon de materiales exitosos de ediciones anteriores.

B.1.3. Preparacion del stand

La logistica del evento requirié un montaje y desmontaje diario para asegurar
la seguridad y la correcta presentacion de los equipos. Las tareas de preparacion

incluyeron:

e Montaje diario: Junto con el personal de la escuela, se colabor6 a armar
la estructura del stand cada manana, asegurando la instalaciéon de mobiliario

bésico y equipo audiovisual.

e Identidad visual: Se colocaron las mantas vinilicas distintivas de la Escuela
y se dispusieron manteles (blancos y negros con el logotipo institucional) para

mantener una estética profesional.

¢ Equipamiento demostrativo: Para despertar la curiosidad cientifica de los
visitantes, se exhibieron instrumentos de fisica y astronomia, tales como:
o Un telescopio Firstscope Celestron.
o Un espectroscopio de bolsillo.
o Mirascopios 3D (dos pequenos y uno grande) para demostraciones de

optica.

e Material informativo y promocional: Se distribuyeron copias de los pensa
de las licenciaturas en Fisica y Matematica. Asimismo, se compartieron cddigos
QR para facilitar el acceso al calendario de exdmenes especificos y se entregaron

souvenirs como lapiceros y separadores de libros a los visitantes interesados.

95



B.1.4. Evento

Durante los cuatro dias de duraciéon de InfoUSAC, la actividad principal consistio
en la atencion al publico. Se mantuvo una presencia constante en el stand (con
rotaciones para tiempos de comida), logrando interactuar con cerca de 300 personas.

La dinamica de informacién se dividié en dos vertientes principales:

e Informaciéon administrativa y de ingreso: Se explico a los aspirantes el

proceso de admision a la USAC, detallando:

o La necesidad de aprobar los exdmenes béasicos (Fisica y Lenguaje) y el

examen especifico de Matematica propio de la Escuela.

o Se inst6 a los estudiantes a consultar el temario y la bibliografia reco-
mendada mediante los enlaces QR proporcionados, asi como a revisar

exdmenes de anos anteriores como método de estudio.

o Se aclararon dudas sobre la estructura de la carrera: duracién de 5 anos,

jornada matutina (de lunes a viernes) y la modalidad de pénsum cerrado.

e Orientacién vocacional y académica: Mas alla de los tramites, se busco

inspirar a los estudiantes resaltando las fortalezas de la ECFM:

o Educacidén personalizada: Se enfatizé que, debido al ntimero reducido
de estudiantes, la educacion es altamente personalizada, permitiendo una

interaccion directa con profesores de alto nivel académico.

o Campo laboral: Se desmitifico la falta de empleo, mencionando oportu-
nidades en instituciones como el INSIVUMEH, el INCAN, asi como en el

sector privado en areas de anélisis de datos y economia.

o Aplicaciones modernas: Se ofrecieron ejemplos concretos del impacto de
estas ciencias, como el uso de la matemética en criptografia e Inteligencia

Artificial, o el uso de la fisica en la prediccion climética y la fisica médica.

Adicionalmente, el tercer dia del evento se conté con la participacion del Club
de Astronomia y se organizaron visitas guiadas a los laboratorios de la Escuela,

permitiendo a los aspirantes ver de primera mano el entorno de trabajo.

B.2. Docencia

Como parte del componente de docencia del proyecto de EPS, se disené e

impartio el taller titulado De ecuaciones a codigo: Introduccion a Wolfram Language
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y Mathematica. Este proyecto educativo fue realizado en colaboracion con la estudiante
de la Escuela de Ciencias Fisicas y Matematicas, Mariana Elizabet Pérez Muralles,

con el proposito de fortalecer las habilidades computacionales de los estudiantes.

B.2.1. Descripcién general y objetivos

El taller se llevo a cabo en modalidad virtual a través de la plataforma Google
Meet, durante la semana del 4 al 8 de agosto de 2025, en un horario de 18:00 a
19:00 horas. El objetivo principal fue ensenar el uso de Wolfram Mathematica
desde sus fundamentos, proporcionando una base solida en la sintaxis del lenguaje de
programacion Wolfram Language, con un enfoque particular en aplicaciones practicas
para la fisica y las matemaéticas.

Para facilitar el aprendizaje, se gestionaron y proporcionaron licencias gratuitas
de Mathematica a los participantes inscritos, asegurando que todos tuvieran acceso

a las herramientas necesarias para el curso. Esto fue posible gracias a la licencia
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obtenida por la Academia de Ciencias Médicas, Fisicas y Naturales de Guatemala.

B.2.2. Metodologia y contenido curricular

El curso se estructur6 en cinco sesiones tedrico-practicas, disenadas para guiar
al estudiante desde la familiarizacion con el entorno hasta la visualizacion avanzada
de datos. Se utilizaron notebooks interactivos (.nb) como material didactico principal.
Para enlazar el conocimiento teérico impartido durante la sesién cada uno de los
notebooks contenia una seccién de ejemplos practicos de soluciéon de problemas
conseguidas mediante lo aprendido en la sesién. A continuacion se detalla el contenido

abordado en cada sesién:

e Sesion 1: Introduccién al entorno y sintaxis. Se introdujo la interfaz de
cuaderno (notebook interface), explicando el concepto de celdas de entrada y
salida, asi como el uso del kernel. Se abordaron las caracteristicas basicas del
lenguaje natural integrado y la sintaxis fundamental de Wolfram Language

(fig. B.5).

ene9 17:34

Clase01.nb - Wolfram Mathematica

File Edt Insert Fomat Cel Graphics Evauation Palettes Window Help
WOLFRAM MATHEMATICA Learning Center Wolfram Community Help
B8 [+ mence Val sl ke @ 8L P OeAaQ
Operaciones y tipos de datos basicos E
Variables y asignacién

x

y = 123456789

Numeros

Wolfram Language tiene un gran soporte para variedad de nimeros

Tipos enteros Tipos inaginarios
Enteros 2 Enteros gaussianos 6.7

6
Racionales Racionales gaussianos

Reales- Complejos.

Ejemplo de operaciones
&1 (3445
2t T“r - GoldenRatio | '™ // Fullsimplify

=

Figura B.5. Notebook de la primera sesion.

e Sesion 2: Estructuras de datos y bucles. En esta sesion se profundizo
en las formas de organizar y almacenar informaciéon. Se explicaron las listas
como estructuras fundamentales, el acceso a elementos mediante indices y la

implementacion de bucles para la iteracion y procesamiento de datos (fig. B.6).

e Sesion 3: Creacidon y aplicacion de funciones. Se instruyo6 a los estudiantes

en la definiciéon de funciones propias para evitar la repeticion de codigo, aprove-
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Figura B.6. Notebook de la segunda sesion.

chando el paradigma de programacion funcional que caracteriza a Mathematica.
Se cubrieron temas de asignaciéon de variables y modularizacion del cédigo
(fig. B.7).
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Figura B.7. Notebook de la tercera sesion.

e Sesion 4: Matematicas avanzadas (simbodlicas y numéricas). Se explora-
ron las capacidades del software para el calculo simboélico y numérico. Los temas
incluyeron algebra, trigonometria, resoluciéon de ecuaciones, y manipulacion de
expresiones matematicas complejas, herramientas esenciales para el desarrollo

académico en fisica y matemaética (fig. B.8).

e Sesion 5: Visualizacion de datos y graficas. El curso concluy6 con el

estudio de las herramientas de visualizacion. Se ensend a generar graficos en
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Figura B.8. Notebook de la cuarta sesion.

2D y 3D, personalizar estilos visuales y crear representaciones interactivas de

funciones matematicas para facilitar la interpretacion de resultados (fig. B.9).
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Figura B.9. Notebook de la quinta sesion.

B.2.3. Recursos y plataformas de apoyo

Para garantizar el seguimiento y la disponibilidad del material, se utilizaron

plataformas digitales complementarias:

e Repositorio de coédigo: Todo el material del curso, incluyendo los notebooks
y la documentacion técnica, se alojé en un repositorio de GitHub de acceso
publico (https://github.com/AmadoCab/MathematicaCourse), permitiendo

el control de versiones y la descarga asincrona por parte de los estudiantes.
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e Pagina de seguimiento: Se habilité un espacio en Notion para centralizar la
documentacion adicional, el progreso del curso y los recursos complementarios,

facilitando la organizacion del taller.

B.2.4. Resultados del taller

La convocatoria del taller tuvo una respuesta positiva por parte de la comu-
nidad estudiantil. Se registraron un total de 73 participantes inscritos a través
del formulario digital. El grupo fue heterogéneo, contando con una participaciéon
mayoritaria de estudiantes de la Escuela de Ciencias Fisicas y Matematicas (ECFM),
seguida de una representacion significativa de la Facultad de Ciencias Quimicas y

Farmacia.

B.2.4.1. Perfil de los participantes

El analisis de los datos de inscripcion muestra que el 63 % de los asistentes
pertenecian a la ECFM, lo cual se alinea con el publico objetivo principal del taller.
Sin embargo, la asistencia de estudiantes de otras unidades académicas, e incluso
de otras universidades, evidencia el interés interdisciplinario en el aprendizaje de
herramientas computacionales como Wolfram Mathematica.

A continuacion se detalla la distribucion de los participantes segiin su unidad

académica de procedencia:

Tabla B.1. Distribucién de participantes inscritos por unidad académica.

Unidad Académica / Institucion Cantidad Porcentaje
Escuela de Ciencias Fisicas y Matemaéticas (ECFM) 46 63.0 %
Facultad de Ciencias Quimicas y Farmacia 17 23.3%
Facultad de Ingenieria 2 2.7%
Otras facultades y universidades™ 8 11.0%
Total 73 100 %

*Incluye estudiantes de Humanidades, Ciencias Economicas y universidades privadas.

B.2.4.2. Evaluaciéon y retroalimentacion

Debido a la naturaleza intensiva del curso (cinco sesiones de una hora) y con el
objetivo de maximizar el tiempo dedicado a la ensenanza de contenidos y practica en
vivo, se opté por no realizar evaluaciones sumativas formales. La prioridad pedagogica

fue proporcionar a los asistentes una base solida y funcional («nociones bésicasy )
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que les permitiera continuar explorando el lenguaje de programaciéon de manera
autodidacta.

A pesar de la ausencia de una calificacion formal, se mantuvo una comunicacion
constante con los asistentes. La retroalimentacion recibida de manera verbal y directa
al finalizar las sesiones fue altamente positiva, destacando la utilidad de los notebooks
proporcionados y la claridad en la explicaciéon de la transicion de las ecuaciones

matematicas a su implementacion en codigo.
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