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1 Introduccion

El estudio del caos cuantico en sistemas de muchos cuerpos es un area de investigacion que ha cobrado
impulso en los ultimos anos, motivado en parte por el continuo avance en las capacidades computa-
cionales [1]. Dicho estudio resulta fundamental para comprender fenémenos como la termalizacion y
la localizaciéon en sistemas cudnticos aislados [2, 3]. De manera general, las firmas del caos cuantico
se pueden identificar analizando la estructura de los eigenvectores, estudiando medidas dinamicas como
la probabilidad de supervivencia [9] (survival probability), o evaluando las propiedades estadisticas del
espectro de energias del hamiltoniano.

Centrandonos en el enfoque espectral, la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit (BGS) establece que
las fluctuaciones espectrales de un sistema cuantico cuyo analogo clasico es cadtico exhiben repulsiéon de
niveles, y sus propiedades estadisticas coinciden con las predicciones de la Teoria de Matrices Aleatorias
(RMT) [4]. Por el contrario, la conjetura de Berry-Tabor [5] dicta que los sistemas integrables presentan
espectros no correlacionados que siguen una estadistica de Poisson, permitiendo la agrupaciéon de niveles
(level clustering). FEstas conjeturas han sido verificadas computacional y experimentalmente en una
diversidad de modelos, consolidandose como el paradigma estandar para diagnosticar el caos cuantico [6].

El modelo de Bose-Hubbard sobre una red constituye un sistema simple sumamente til para estudiar
el caos cuantico, dado que la transicién entre sus regimenes integrable y cadtico depende fundamental-
mente de un tnico parametro de control: el cociente J/U. Ademas de su relevancia teérica para describir
bosones sin espin, este modelo posee un fuerte interés experimental gracias a su realizaciéon mediante
atomos ultrafrios confinados en redes opticas [7, 8]. Al modular la profundidad de estas redes, es posible
controlar de forma aislada el balance entre la energia cinética (tunelaje) y la energia de interaccion de
las particulas, permitiendo explorar distintas fases dinamicas [7, 8].

El presente trabajo tiene como objetivo caracterizar la transicion entre los regimenes de integrabilidad
y caos cuantico en el modelo de Bose-Hubbard unidimensional con condiciones de frontera abiertas. Para
efectuar dicha caracterizacion y comparar las distribuciones empiricas frente a las predicciones tedricas
del ensamble ortogonal gaussiano (GOE) y la estadistica de Poisson, se implementan dos indicadores
espectrales: el valor promedio del cociente de espaciamientos a primeros vecinos (r) y la divergencia de
Kullback-Leibler. Ambos indicadores permiten capturar las correlaciones de corto alcance en el espectro
de energias.

El documento se estructura de la siguiente manera: en la Seccién 2 se presenta el marco teorico,
definiendo analiticamente el modelo de Bose-Hubbard y los fundamentos de los indicadores estadisticos
propuestos. En la Seccion 3 se muestran y discuten los resultados numeéricos obtenidos respecto a las
transiciones de la estadistica espectral. Finalmente, en la Secciéon 4 se exponen las conclusiones principales
de este estudio.

2 Marco Teoérico

2.1 El modelo de Bose Hubbard

El modelo de Bose-Hubbard es una de las descripciones mas simples de un conjunto de bosones sin espin
en una red [9]. Historicamente, fue el primer modelo en ser realizado experimentalmente mediante el uso
de atomos ultrafrios confinados en redes opticas [7, 8], en donde al modular el cociente U/J mediante el
aumento de la intensidad de los laseres de la red, se logré observar una transiciéon de fase cuantica entre
un estado superfluido (donde los dtomos estéan deslocalizados) y un estado aislante de Mott (donde los
atomos se localizan en sitios especificos) [8]. El presente trabajo considera este modelo con condiciones
de frontera abiertas, describiendo la dindmica de N bosones sin espin en una red unidimensional de L
sitios. Para representar algebraicamente el sistema, resulta conveniente utilizar la base de ocupacion o
base de Fock. Los elementos de esta base se etiquetan mediante los kets |ny,na,...,n), donde n; indica
el namero de particulas en el i-ésimo sitio, sujetos a la restriccion de que 25:1 n; = N. Sobre esta base
actian los operadores de creacién dg y aniquilacién a;, los cuales satisfacen la relacién de conmutacion
canonica [d;, d;] = ;5. Su accién individual sobre los estados de Fock esta dada por:

al | miy Y=V i1 ] ng ) =)= 1,0 (1)

A partir de estos se define el operador namero 7; = d;[di, cuya accion extrae la cantidad de bosones
presentes en el sitio 4 [2]:
Ailnn, ... on) = nilng, . ong) (2)



La dimension D del espacio de Hilbert total, denotado como H, asociado a una configuracion de N
particulas en L sitios, crece combinatéricamente segun la relacion [2]:

(N +L— 1)

P="Nz-nr )

El hamiltoniano del sistema, tomando i = 1, se expresa como [2]:

L-1 L
. i R . U R
H=-J E_l (azaiﬂ + aLlai) t3 2_1 A (R — 1). (4)

El primer término, proporcional a J, representa la energia cinética y describe el tunelaje a primeros
vecinos de las particulas entre sitios adyacentes de la red. El segundo término, proporcional a U, describe
la energia potencial de interaccion repulsiva entre particulas que ocupan un mismo sitio [2].

Este hamiltoniano posee un conjunto de simetrias que determinan las propiedades de su espectro. Se
distinguen simetrias unitarias, que dan lugar a cantidades conservadas, y simetrias antiunitarias.

Entre las simetrias unitarias, el sistema cuenta con una simetria de fase global asociada a la con-
servacion del numero total de bosones N. Adicionalmente, posee una simetria de reflexion espacial,
representada por el operador unitario R, el cual invierte el orden de la red [9]:

R|n1,n2,...,nL>:|nL,nL,17...,n1>. (5)

La cantidad conservada asociada a esta simetria es conocida como la paridad, la cual permite clasificar
los eigenestados de H en pares e impares [2]. En consecuencia, el espacio de Hilbert se descompone en
la suma directa de un subespacio simétrico H* y uno antisimétrico H~ [10]:

H=H"DH . (6)

Por otro lado, el sistema conserva la invarianza ante inversion temporal (TRS), una simetria antiunitaria.
Aunque no posee una cantidad conservada asociada que fuerce a una descomposicion del espacio de
Hilbert, esta simetria impone que la matriz del hamiltoniano sea simétrica y con entradas puramente
reales.

2.2 Mean spacing Ratio

La nocién de caos cuantico puede ser identificada a través de las fluctuaciones espectrales del espectro
de energias del hamiltoniano y sus propiedades estadisticas. Segun la conjetura de Berry-Tabor [5],
si el sistema clasico subyacente es integrable, las fluctuaciones de los niveles de energia de su contra-
parte cuantica se comportan como variables aleatorias no correlacionadas. Por otro lado, la conjetura
de Bohigas-Giannoni-Schmit (BGS) [4] establece que el espectro de energias de los sistemas cuénticos
caodticos exhibe repulsion entre los niveles de energia y sus propiedades estadisticas universales coinciden
con las de alguno de los ensambles de la teoria de matrices aleatorias (RMT). Para el presente trabajo, el
sistema conserva la simetria de inversion temporal (TRS), por lo que la estadistica espectral del sistema,
de estar en un régimen caético, estaria descrita por el ensamble ortogonal gaussiano (GOE) [11].

Para estudiar las propiedades espectrales del sistema, son empleados distintos indicadores estadisticos.
Historicamente, uno de los indicadores mas utilizados para este propoésito ha sido la distribucion del
espaciamiento de niveles a primeros vecinos [4, 5, 12]. A partir del espectro de valores propios ordenados
en forma ascendente {E,, }, el espaciamiento entre primeros vecinos esta dado por:

Sp = Liny1 — En (7)

Para el GOE, que describe el régimen cadtico del sistema del presente trabajo, Wigner propuso que la
distribuciéon de probabilidad de los espaciamientos normalizados se aproxima a:

T T
P(s)—2$exp< 45). (8)
La distribucion de Wigner pone en manifiesto la repulsion de niveles de energia, la probabilidad de
encontrar dos niveles de energia degenerados o muy cercanos es nula (P(s) — 0 cuando s — 0). Esto es
una muestra de la existencia de correlaciones en el espectro. Por otro lado, para un sistema integrable, los
niveles de energfa estan incorrelacionados y no se repelen, sino que tienden a agruparse (level clustering)
dando lugar a una distribucién estadistica de Poisson [11].



En la practica, comparar directamente los espaciamientos s,, con las distribuciones teéricas presenta
dificultades debido a que la densidad local de estados varia a lo largo del espectro de energia de manera
dependiente de las caracteristicas del sistema. Por lo que la distribucién de espaciamientos debe de ser
computada después de remover las caracteristicas espectrales que dependen especificamente del sistema
mediante un procedimiento llamado unfolding [13]. Dado que el unfolding presenta un problema en
si, estas dificultades pueden ser eludidas considerando una cantidad estadistica alternativa propuesta
originalmente por Oganesyan y Huse [14]. Este indicador es el cociente de espaciamientos a primeros

vecinos: .
min(sy,, Sp—1)

9)

Esta es una cantidad adimensional, no depende de la densidad local de estados y, en consecuencia,
no requiere unfolding [13, 14]. Estudiando la distribucion de probabilidad asociada a los cocientes de
espaciamiento de niveles es posible determinar si el sistema esta en una configuracion integrable o cadtica.
La distribucion que predice el GOE es [15]:

Ty = )
" max(sp, Sn_1)

27 r+4r? ) (10)

Pcor(r) =20(1—7) - (8(1+7“+7"2)5/2

donde O(r) es la funcion Heaviside. La distribucion de Poisson para niveles de energia sin correlaciones
es [15]:
1

PPoisson(r> = 26(1 - T) . (W) . (11)
Una de las diferencias méas importantes entre estas dos distribuciones es que cuando » = 0 se observa
para el GOE una repulsiéon de los valores propios mientras que para Poisson se observa que la densidad
de probabilidad de tener dos valores propios iguales es no nula. Con estas expresiones es posible extraer
un valor promedio, (r), para cada distribucion de probabilidad de los cocientes de espaciamientos. En
particular, para el ensamble GOE, dicho valor es de (r)sop = 0.5307 y para la distribucién de Poisson
un valor de (r) = 0.38629.

Poisson

2.3 Divergencia de Kullback-Leibler

Aunque el valor esperado (r) proporciona una forma de estudiar el espectro de energias, reducir toda la
estadistica espectral a estudiar tinicamente el primer momento de la distribucién implica una pérdida
de informaciéon. Emplear tnicamente este primer momento es insuficiente, puesto que existen familias
enteras de distribuciones de probabilidad distintas que comparten la misma media. Por ejemplo, una
distribucién normal estandar A(0,1) y una distribuciéon bimodal compuesta por dos deltas de Dirac
simétricas en +1, dadas por %6(1’ -1+ %(5(56 + 1), ambas poseen un valor esperado de cero, a pesar
de describir estadisticas diferentes. Por lo tanto, para afirmar con rigor el tipo de estadistica que sigue
el espectro, es necesario emplear indicadores adicionales al (r). Para cuantificar la similitud entre las
distribuciones de probabilidad P(r) del sistema y los modelos teodricos, se considera la divergencia de
Kullback-Leibler (KL) [16]. Conocida también como entropia relativa, es una medida asimétrica que
cuantifica cuanta informacion se pierde cuando una distribucién de referencia ) se utiliza para aproximar
una distribucion de probabilidad empirica P. Su expresion general para variables continuas en el intervalo

de interés viene dada por: X
Dxi(P | Q) = /0 P(z) In (SE;;) da. (12)

Para distribuciones P(x) que se aproximan suficientemente bien a la distribucion de referencia Q(x), el
valor de la KL es cercana a cero. En el contexto de este trabajo, P(z) representa la distribuciéon de proba-
bilidad numeérica de los cocientes de espaciamientos obtenida a partir de la ecuacion (9). Para para poder
identificar las transiciones entre regimenes dinamicos, es posible evaluar la divergencia KL comparando
la distribucién empirica con la expresion analitica del GOE, dada en la ecuacion (10), sire y también con
la distribucién de Poisson correspondiente a sistemas integrables, dada por la ecuacion (11). A diferencia
de (r), la divergencia KL compara las distribuciones de probabilidad punto a punto, constituyendo un
indicador estadistico robusto para analizar la distribucion de probabilidad P(r).




3 Resultados

Se presenta la caracterizacion de la transicion integrabilidad-caos en el modelo de Bose-Hubbard uni-
dimensional con condiciones de frontera abiertas (Sec. 2.1). Para comparar la distribucion empirica de
cocientes de espaciamiento P(r) con las predicciones teoricas del GOE y de Poisson, se emplearon la
media de espaciamientos (r) (Sec. 2.2, ec. (9)) y la divergencia Kullback-Leibler (KL) (Sec. 2.3, ec. (12)).
Fijando U = 1 y variando J, se evaluaron los sectores simétrico y antisimétrico del hamiltoniano para
tamanos de sistema N =L =7,8,9,10.
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Figure 1: Distribuciéon empirica del cociente de espaciamientos para puntos representativos de J/U,
evaluados en el sector simétrico del hamiltoniano de Bose Hubbard con una red de 10 sitios y 10 particulas.
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Figure 2: Para el sector simétrico del modelo (4), en el primer panel se muestra el valor de la divergencia
KL en funcion del parametro J/U respecto a las estadisticas de referencia GOE y Poisson; en el segundo
panel, el valor del indicador (r) en funcién del cociente J/U. Los marcadores cerrados corresponden a
la divergencia KL respecto al GOE y los abiertos respecto a la distribuciéon de Poisson.
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Figure 3: Para el sector antisimétrico del modelo (4), en el primer panel se muestra el valor de la
divergencia KL en funcion del parametro J/U respecto a las estadisticas de referencia GOE y Poisson;
en el segundo panel, el valor del indicador (r) en funcion del cociente J/U. Los marcadores cerrados
corresponden a la divergencia KL respecto al GOE y los abiertos respecto a la distribucion de Poisson.

En las Figs. 2 (b) y 3 (b) se muestra el comportamiento de (r) al variar J/U € (0,120]. Inicialmente,
empezando desde J/U cercano a 0, el valor de (r) no concuerda con las predicciones de Poisson ni del
GOE. Al incrementar J/U, se alcanza un valor promedio compatible con Poisson en torno a J/U = 0.05
para N =L =7,y J/U = 0.01 para N = L = 8,9,10. Posteriormente, se observa una transicion hacia
un régimen con una correspondencia al ensamble GOE, donde (r) se estabiliza en el valor dado segin
(2.2) dentro del intervalo J/U € [0.5,10], de manera independiente al tamano del sistema.



Para valores J/U > 10, (r) decrece de nuevo, indicando una segunda transicién hacia un regimen
con correspondecia con Poisson. El sistema retorna a un valor promedio cercano a (2.2) en intervalos
dependientes del tamano ([20,25] para N = L = 7; [50,80] para N = L = 8,9; y J/U =~ 110 para
N = L = 10). Finalmente, para valores atn mayores, (r) decae alejandose de ambas estadisticas teoricas.
Aunque el indicador (r) por si solo evalia tnicamente el primer momento de la distribucion (Sec. 2.3),
los resultados discutidos sugieren una transicion de integrabilidad a caos y de nuevo a integrabilidad, es
necesario corrobar que la P(r) se aprozime suficientemente bien a Poisson para el caso integrable y a
GOE para el caso caotico.

La divergencia KL (Figs. 2 (a) y 3 (a)) corrobora esta tendencia, demostrando que en las regiones
identificadas mediante la (r), la P(r) efectivamente se aproxima a las distribuciones de referencia. Sin
embargo, la KL revela que no existen intervalos amplios de correspondencia estricta, sino puntos particu-
lares de J/U que minimizan la divergencia. Para cada tamafo, se identifican tres puntos de particulares:
dos que maximizan la proximidad con Poisson y uno intermedio que maximiza la correspondencia con el
GOE.

Las distintas configuraciones espectrales se ejemplifican en la Fig. 1. Los paneles (a) y (¢) exhiben
valores de J/U donde la P(r) empirica sigue la distribucién de Poisson, mientras que el (b) ilustra
el régimen cadtico descrito por el GOE. En contraste, el panel (d) muestra un estado de transicion
con estadistica intermedia, y el (e) evidencia la desviacion respecto a Poisson propia de los regimenes
asintoticos extremos.

Aunque el sistema transiciona a una fase integrable cuando J/U — 0y J/U — oo, las distribuciones
en estos limites no reproducen la estadistica de Poisson. Esta aparente contradicciéon se explica al
examinar la estructura espectral en los casos asintoticos:

e Limite cuando J/U — 0: Corresponde al caso J =0y U # 0, representando bosones sin tunelaje
confinados en su sitio inicial. El hamiltoniano es:

H= %Zn(n —1). (13)

La base de Fock es eigenbase exacta de este hamiltoniano. El limite es estrictamente integrable
al poseer tantas cantidades conservadas (los operadores de ntimero 7;) como sitios en la red. No
obstante, como los eigenvalores son miltiplos enteros de U, el espectro exhibe degeneraciones
exactas y no se distribuye uniformemente. Por lo tanto, su estadistica local carece de la falta
de correlacion de variables aleatorias independientes requerida para reproducir la distribucion de
Poisson.

e Limite cuando J/U — oo: Equivalente a U = 0 y J # 0, reduciendo el sistema a su término
cinético:

L-1
i1 ==7 3" (afai +al,a,). (14)
=1

Al proponer un eigenvector de una particula |¢) = ZiLzl ¢l 10,...,0), la condicion H |¢) = €|¢)
requiere que las amplitudes satisfagan:

—J(¢i—1 + Piy1) = €y, (15)

con ¢9 = ¢r4+1 = 0. Tomando el ansatz ¢; = Asin(B - j), se obtiene un nimero cudntico m €
{1,2,...,L} y las energias de particula individual:

mm
€m — —2J cos (m> . (16)

Sin interaccion interparticula, el sistema se comporta como un gas de bosones libres en tunelaje.
Las energias totales de muchos cuerpos son la suma de estos autoestados individuales:

L
E{nm} = Z Nm€Em, (17)

m=1

L . o .
con ) ', nm,m = N. Puesto que el espectro global se genera mediante combinaciones lineales de un
conjunto muy reducido de niveles €,,, exhibe una fuerte regularidad aritmética y degeneraciones, en
consecuencia, se desvia drasticamente de la estadistica de Poisson pese a su integrabilidad estricta.



4 Conclusiones

En este trabajo se caracterizé la transicion entre integrabilidad y caos cuéntico en el modelo de Bose-
Hubbard unidimensional con condiciones de frontera abiertas, en funciéon del parametro de control J/U.
Para ello, se emplearon como indicadores estadisticos el valor promedio del cociente de espaciamientos
a primeros vecinos (r) [14, 15] y la divergencia de Kullback-Leibler (KL) [16]. La evaluacion directa
de los cocientes de espaciamientos elude las dificultades numeéricas intrinsecas del procedimiento de
unfolding, mientras que la divergencia KL proporciona una medida robusta que compara punto a punto
las distribuciones de probabilidad empiricas P(r) frente a las predicciones analiticas de los ensambles de
Poisson y GOE.

Mediante el indicador (r) se determind que, para los tamartios estudiados (N = L € {7,8,9,10}),
la estadistica espectral del sistema se aproxima consistentemente al ensamble GOE dentro del intervalo
J/U € [0.5,10], evidenciando un régimen de caos cuantico. La divergencia KL confirma esta transicion,
pero revela un comportamiento de mayor resolucion: la proximidad estricta a los modelos teodricos no se
mantiene homogénea a lo largo de un intervalo continuo, sino que se maximiza en valores particulares de
J/U.

Especificamente, en los intervalos evaluados se identificaron minimos locales en la divergencia KL,
denotando valores particulares de méxima correspondencia tanto para el régimen cadtico (GOE) como
para los regimenes integrables (Poisson). Los regimenes integrables y las regiones de transicion exhiben
una dependencia con la dimensién del espacio de Hilbert. Los resultados indican que los efectos de tamano
finito influyen en qué intervalos de J/U se observa una correspondencia con las estadisticas de referencia,
notablemente el intervalo asociado a una mayor correspondecia con GOE no varia significativamente
con el tamano del sistema mientras que para los intervalos donde se observa correspondecia con Poisson
hay una dependencia respecto al tamano de la red y al nimero de particulas. Los casos asintonticos,
J/U — ooy J/U — 0 son casos estrictamente integrables y no depende del tamafio del sistema, y
en vista que el intervalo que corresponde a caos cuéntico es independiente del tamano del sistema, el
principal efecto de tamano finito es que, a mayor tamano de sistema, mejor es la correspondecia con las
estadisticas de referencia.

Finalmente, dado que el anéalisis de cocientes a primeros vecinos requiere la separacion explicita de
las simetrias espaciales del hamiltoniano (como la paridad), se sugiere para trabajos futuros la imple-
mentacion del cociente de espaciamientos de orden superior [17], r,,, definidos a partir de espaciamientos

min(sﬁ ,527 1)

entre vecinos de orden n, sk = E,, 1, — E,,, segiin r¥ = . Este indicador no solo permiten cap-

max(sﬁ,s’fl_l)
turar correlaciones de largo alcance en el espectro, sino que presentan la propiedad de ser independientes
de las simetrias subyacentes del sistema [17]. Esta caracteristica es particularmente ttil para analizar la
ergodicidad en sistemas donde la descomposicién del espacio de Hilbert en sectores de simetria resulta

computacionalmente costosa o analiticamente compleja.
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