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Objetivos

General

Estudiar el comportamiento de una caminata cudntica discreta en una linea, implementando numéricamente
el modelo y examinando la influencia del estado inicial en la distribucién de probabilidad de las mismas.

Especificos

e Aprender el formalismo del operador de densidad, asi como los fundamentos de la mecanica cuantica
utilizando este lenguaje.

e Entender el modelo de caminata cuantica discreta en una linea.
e Implementar numéricamente un modelo de caminata cuantica discreta en una linea.

e Analizar la distribuciéon de probabilidad de la posicién del caminante cuantico en funcién del estado
inicial de la moneda.

Introducciéon

Este proyecto pretendia en un inicio incluir decoherencia en el modelo de caminatas cuanticas; pero, debido a
la extensién del tema, se limité a trabajar caminatas cuanticas 1D. Las caminatas cudnticas son la contraparte
cuantica de las caminatas aleatorias clasicas. Al igual que en el caso clasico, un caminante se desplaza sobre
una red de posiciones discretas; sin embargo, en las caminatas cuanticas, su dindmica estd regida por los
principios de la mecanica cuantica, lo que resulta en una evolucién significativamente distinta.

El interés creciente en el estudio de las caminatas cuanticas se debe a que son una herramienta til en el estudio
de la computacion e informacién cuantica y a que poseen ademds una gran variedad de aplicaciones tales
como medir la «cuanticidad» de tecnologias emergentes para la creacién de computadoras cudnticas [1], crear
algoritmos de biisqueda en distintas topologias [2] y medir propiedades cudnticas de sistemas diversos [3, 4].

Este trabajo tiene por objetivo estudiar el comportamiento de la distribuciéon de probabilidad de caminatas
cuanticas discretas en una linea bajo distintos estados iniciales de la moneda. Los resultados fueron obtenidos
a partir de una implementacion realizada en el lenguaje de programacién Wolfram Language.

En las secciones 1 y 2 se exponen los conceptos que se requiere conocer previo al concepto de caminatas
cuanticas, el cual es el tema principal de este trabajo y el cual se desarrolla en la seccion 3. En la seccion 4 se
explica la forma en la que fueron obtenidos los resultados; ademéas de presentar y analizar los mismos con el
fin de describir las similitudes o patrones identificados en las distribuciones de probabilidad de las caminatas
cudnticas en funcién del estado inicial de la moneda. En la seccién 5 se presentan las conclusiones y se explica
qué se pretende realizar en el futuro para continuar el estudio empezado en este trabajo. Finalmente se
incluyen los apéndices A—C con informacién y célculos adicionales que permiten una mejor comprensién de
los temas expuestos en este documento.

Justificacion

Este trabajo constituye la primera parte de un estudio mas amplio que se planea realizar sobre caminatas
cudnticas discretas en una linea. Por ello, el propésito principal de este informe es establecer el marco tedrico
necesario para comprender el modelo de caminata cudntica discreta en una linea y es por dicha razén que
en este informe se documenta extensamente lo aprendido sobre el formalismo del operador de densidad y
el operador de densidad reducido, pues son herramientas que adquiriran una relevancia aun mayor en la
segunda parte del estudio que se desarrollara en el futuro.

Asimismo, en este informe se presentan y analizan los primeros resultados obtenidos mediante una implemen-
tacion numérica llevada a cabo con un paquete realizado en Wolfram Language, el cual se planea ampliar para
permitir el estudio de caminatas cudnticas discretas en una linea incorporando los efectos de la decoherencia,
lo cual conformara el estudio a realizar para el trabajo de graduacion.



1 Cuabit

Este trabajo se centra en el estudio y simulacién de caminatas cuanticas discretas en una linea. Para facilitar
al lector el entendimiento de este tema, se empezard por explicar conceptos preliminares de computacién e
informacion clésica.

El bit, del inglés binary digit, es la unidad minima de informacién de la computacién e informacién clasica.
Este representa uno de dos estados: 0 para apagado o falso y 1 para encendido o verdadero. Un bit puede
representar s6lo dos valores, por lo que las computadoras emplean cadenas de bits y el sistema binario para
representar informacion mas compleja. El sistema binario es un sistema de numeracién posicional en el que las
cantidades se representan utilizando como base aritmética al ntimero dos. Al ser posicional, el valor relativo
de cada digito depende de su posicién dentro del niimero. De esta forma, el niimero binario escrito como la
concatenacion b, b,_1 - - - bibg, donde cada b; es un bit, es igual a by, X 2% +by_q X 2774 by x 28 4 by x 20
en representacion decimal. De esta forma, con dos bits pueden representarse los niimeros del cero al tres como
00, 01, 10 y 11.

De forma analoga, la computacién e informacién cudntica se basan en el concepto del bit cudntico o cibit (del
inglés quantum bit o qubit). A diferencia de los bits que solo pueden estar en uno de dos estados, los ctbits
pueden estar en dos estados simultdneamente, cada uno con cierta probabilidad. Un cibit puede encontrarse
en el estado |0), |1) o en una superposicién de ambos al mismo tiempo. Los estados |0) y |1) son dos vectores
linealmente independientes en el espacio vectorial complejo de dimensién dos, C2, y son el andlogo cudntico
del 0 o apagado y 1 o encendido. El estado (puro) més general de un cibit |¢)) es:

) = al0) +B11), (1)

donde « y 8 son nimeros complejos, conocidos como las amplitudes de probabilidad asociadas a los estados
|0) y |1) respectivamente. Las cantidades |a|? y |3|? corresponden a las probabilidades de que el estado se
encuentre en los estados |0) o |1), respectivamente, por lo que deben cumplir con la condicién de normalizacién:
lof? + |8 = 1.

1.1 Notacion de Dirac

Los estados |0) y |1) introducidos anteriormente estdn escritos empleando la notacién de Dirac, también
conocida como notacién bra—ket [5]. Un «ket» (|v)) representa un vector del espacio C™ que puede visualizarse
como una matriz columna con un ntimero de elementos igual a la dimension del espacio vectorial:

w=1:1 (2)

donde z; € C. Por otro lado, un «bra» ((v|) es un funcional lineal sobre C"; es decir, una transformacién
lineal que mapea vectores de C™ en elementos del campo de los nimeros complejos C. Corresponde al adjunto
o transpuesto conjugado del ket |v) y se denota matricialmente como

(=1 - ), (3)
donde 2} es el conjugado complejo de z;.

Los estados de un cuibit son vectores del espacio de Hilbert bidimensional complejo C? y se representan
mediante kets que satisfacen la condicién de normalizacién [5]. Los vectores

forman una base de €2, lo que implica que |0) y |1) son linealmente independientes entre s{ y generan a todo
el espacio. Esta base es ademas ortonormal, es decir, que los vectores que la conforman son ortogonales entre
si y su norma es igual a 1. Esta base recibe el nombre de «base computacional» [6].



1.2 Implementaciones fisicas de cubits

Un sistema cudntico de dos niveles o de dos estados es un sistema que puede existir en cualquier superposicién
cuantica de dos estados linealmente independientes. Un ejemplo de sistema cudntico de dos niveles es el cibit.
La independencia lineal entre los estados los hace ser fisicamente distinguibles bajo mediciones. Al realizar la
medicién, se obtiene uno de dichos estados, sin posibilidad de obtener un estado intermedio; entonces se dice
que el sistema estd cuantizado.

Tanto el bit como el cibit se han definido hasta ahora como conceptos mateméaticos abstractos que permiten
representar informacién. Sin embargo, ;es posible asegurar que exista un andlogo fisico a estas formas de
representar informacion? En el caso de los bits cldsicos es bien conocido que sus estados pueden estar dados
por la presencia o ausencia de voltaje de un circuito eléctrico, aunque no sea el tnico sistema fisico que
puede representarlos. Para el caso del ctbit, se analizaran primero los resultados obtenidos con uno de los
experimentos mas revolucionarios en la historia de la fisica cudntica: el experimento de Stern—Gerlach.

La versién del experimento que se llevd a cabo en 1927 consistia en hacer pasar un haz de dtomos calientes
de hidrégeno a través de un campo magnético no uniforme, provocando la desviacién de los 4tomos antes
de chocar contra una pantalla [5]. Si el campo estuviera a lo largo de la direccién z, segin la teoria cldsica
se esperaria observar en la pantalla una banda continua simétrica respecto a z = 0, pues se entendia que
el momento angular podia tomar cualquier valor en una distribucién continua. En cambio, segtn la teoria
cuantica conocida hasta ese momento se esperaria que el haz se dividiera en 2] + 1 haces, donde [ es el
momento angular orbital. Para atomos de hidrégeno en el estado base no se esperaba ninguna desviacion del
haz, pues en ese caso se tiene [ = 0. Sin embargo, se registraron dos manchas en la pantalla, lo que significaba
que el haz se habfa dividido en dos [5].

El resultado inesperado llevé a postular que el electrén en el &tomo de hidrogeno poseia un momento angular
intrinseco, el cual recibié el nombre de espin. Pero, lo mas destacable para lo que se discute en esta seccién es
que el experimento de Stern—Gerlach evidencié que el espin estd restringido a solo dos valores especificos, por
lo que esta cuantizado. Esto hace posible concebir al espin como un sistema cuantico de dos niveles natural.
Un cubit fisico es un dispositivo fisico que se comporta como un sistema cuantico de dos estados. Los ctbits
fisicos pueden adoptar diversas formas, siendo las modalidades més conocidas los espines de los electrones [7],
los cuibits superconductores [8], los cibits topoldgicos [9], los 4&tomos neutros y los puntos cudnticos [10].



2 Operador de densidad

Un estado cudntico puro es un estado que puede escribirse mediante un vector de estado,

) =il (4)

K2

donde los |¢;) son estados de la base del espacio de Hilbert y ¢; son las amplitudes de probabilidad asociados
a los estados de la base. Existen otro tipo de estados cuanticos, llamados estados mixtos, que corresponden a
una mezcla probabilistica de estados puros. Estos estados no pueden ser representados de la forma anterior;
por lo que, para representarlos se recurre al operador de densidad p, el cual se define mediante un ensamble
(o colectividad estadistica) {p;, |¥;)} formado por los estados puros |¢;) y sus correspondientes probabilidades
estadisticas p; [6]:

p= Zpi |9i )i - (5)

Un operador p es llamado operador de densidad asociado a algin ensamble {p;, |1);)} si y solo si satisface [6]:

e Tr(p)=1y
e p es un operador positivo semidefinido.

Ahora se discute lo que estas condiciones significan desde un punto de vista fisico. Sea {|¢;)} una base
ortonormal, considerando la definicién del operador de densidad [c.f. ec. (5)], la traza de p se calcula de la
siguiente forma:

Tr(p) = > (dilolé;) (6a)

= i (0] gpi i) il ) (6b)
= in (65101)(il65) (6c)
= Zp (@5l (@51w), (6d)
= :z;pi JCHTA R (6e)

donde Y, pil(¢j|vi) |? es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado |¢;). La suma de las probabilidades
de encontrar al sistema en todos los posibles estados debe ser igual a 1, lo cual se traduce en la condiciéon de
que la traza de p debe ser igual a 1. Esto es completamente analogo a la normalizacién del vector de estado,
donde la suma de las probabilidades de todos los posibles resultados de una medicién debe ser igual a 1.
Ademds, el operador de densidad debe ser positivo semidefinido, es decir, debe poseer valores propios no
negativos, pues los valores propios estan asociados a las probabilidades de encontrar al sistema en un estado
dado; por consiguiente, los valores propios no pueden ser negativos.

Teorema 1: Hermiticidad del operador de densidad.
Todo operador de densidad es hermitico.

Demostracién. Para esta demostracion serd necesario recordar algunas propiedades del operador adjunto:
sea A un nimero complejo y A y B, dos operadores; se cumple que (A + B)T = AT + BT (AA)t = \AT y
(AB)t = BTAT. A partir de la definicién de operador de densidad [c.f. ec. (5)], es posible calcular el adjunto



de p:

+
Pl = (Z z |wi><wi> : (Ta)
=2 (ilwiwal)' (7b)
= Zﬁi ()il (7c)
= Zﬁz‘ (Wil Ji)t, (7d)
= Zﬁi |hi)ebil - (7e)
Finalmente, como las p; son probabilidades, solo pueden tomar valores reales. Entonces
pl = Zpi |t )X¥i (8a)
= p; (8b)
con lo cual queda completa la demostracién. Q.ED.

2.1 La esfera de Bloch

Cualquier estado puro de un ctbit puede escribirse como [6]

) = (cos () 00 +sin () ). o)

donde 7, 0, ¢ son niimeros reales; 0 < v <27, 0< 0 <7y 0 < ¢ < 27. Es posible ignorar el factor e pues
no tiene efectos observables, por lo cual (9) puede reescribirse de forma més simple como [6]

) = cos (5 ) 100+ sin (5 ) 10, (10)

donde 0 y ¢ definen un punto en la superficie de una esfera tridimensional unitaria, conocida como la esfera
de Bloch. Esta esfera es la representacion geométrica de un cibit y en ella pueden representarse estados
cudnticos puros y mixtos empleando un vector tridimensional real, con norma menor o igual a 1, conocido
como vector de Bloch 7 [ver fig. 1]. Los puntos en el interior de la esfera unitaria (||r|| < 1) representan
estados mixtos, mientras que cada punto en la superficie de la esfera (||r|| = 1) representa un estado puro.

Figura 1: Representacion de los estados de un ctbit en la esfera de Bloch. Los angulos 6 y ¢ estan delimitados
por0<8<7my0<¢p<2m.



Matemaéaticamente, puede representarse a todos los estados de un cubit con el operador de densidad como:

1477

p 5 (11)

donde 1 es la identidad y ¢ es un vector tridimensional, cuyas coordenadas son las matrices de Pauli:

() D) ) .

Teorema 2: Representacién de Bloch para estados mixtos de un cubit.
Todo operador de densidad puede ser escrito como en la ec. (11), donde 7 es real y tiene norma ||7]] < 1.

Demostracion. Se partird demostrando que el conjunto conformado por la identidad y las tres matrices de
Pauli, {1, X, Y, Z}, es una base del espacio vectorial de los operadores lineales que acttian sobre el espacio de
Hilbert de un ctbit. Todo operador lineal que acttie sobre un cibit puede representarse como una matriz 2 x 2,
por lo que el espacio vectorial que contiene estos operadores posee dimension cuatro. Entonces, cualquier
conjunto de cuatro operadores linealmente independientes formard una base del espacio. Ya que 1, X, Y, Z
son linealmente independientes, es posible escribir cualquier elemento p de dicho espacio como

p:a1]l+a2X+a3Y+a4Z, (13)

con a; € C. A partir de la ec. (13) y recordando que p es un operador hermitico (ver teorema 1), se puede
escribir:

a1+ ax X + a3 + a4 Z = (a11 +a2X+a3Y+a4Z)T, (14a)
= ()" + (@2X)" + (a3Y)" + (0a2)", (14b)
=ai1T + a3 X +aiYT +a527, (14c)
=ajl +ay X +azY +ayZ. (14d)

Para que la igualdad anterior se cumpla se requiere que a; = a;, lo que indica que cada una de estas constantes
es real.

Por otro lado, para que p sea un operador de densidad, se requiere que Tr(p) = 1, por lo que

1=Tr(a11 + asX + azY + a4 2), (15a)
1=a1Tr(1) + a2 Tr(X) + a3 Tr(Y) + a4 Tr(Z), (15b)
1= 01(2) + CLQ(O) + ag(O) + a4(0), (15C)
1= 2@1, (15(1)
1

5 =a (15e)

Ahora se calculara p2 partiendo nuevamente de la ec. (13). Como 1lo; = 0,1 = 0; y 0,0; = J; ;1 para
1,7 = 1,2, 3; se obtiene

p? = (a11+ as X 4 asY + asZ)”, (16a)
=al (a1]1—|— as X + asY + a4Z) + as X (a1]l+ GQX) +asY (a1]1—|— a3Y) + agZ (allH— a4Z) R (16b)
= af]l +ara9X +ara3Y +arasZ + aras X + a%]l + ajazY + a%]l + ara4Z + aﬁ]l, (16¢)
=2a1 (a2 X + azY + asZ) + (af + a3 + a3 +a3) 1, (16d)

1
=a X +azY + asZ + <4 + a3 +a§+ai) 1. (16e)



A la cantidad Tr(p2) se le conoce como la pureza de la matriz de densidad. Para toda matriz de densidad se
debe cumplir que Tr(pQ) <1, por lo que

1> Tr(p%), (17a)
1
1>Tr a2X+a3Y+a4Z+(4+a§+a§+ai> ]1}, (17b)
1
1> Tr(aeX) + Tr(azY) + Tr(asZ) + Tr [(4 + a3 + a3 + aZ) ]1} , (17c)
1
1> asTr(X) + a3 Te(Y) + ay Tr(Z) + <4 + a3+ a3 + ai> Tr(1), (17d)
1
1> a2(0) + a3(0) + a4(0) + (4 + a3 +a3 + ai) 2, (17e)
1

1>2 4+a§+a§+ai>, (17f)

11 2 2 2

224—|—a2+a3+a4, (17g)

1

1 > a%—l—a%—i—ai, (17h)

1

2> Javadta (17)

1

B > |lal; (175)

donde @ = (a9, as,aq) es un vector real. Siguiendo con la operatoria, puede reescribirse la ec. (17j) como

1> 2|l (18a)
1> 2d]. (18D)

Definiendo 7 = 2d, se obtiene a partir de la ec. (18b) que
1> [|71); (19)
donde 7 es un vector tridimensional real, pues @ también lo es.

Finalmente, tomando la ec. (13) y definiendo & = (X, Y, Z) se obtiene

1
p= §]l+a2X—|—a3Y+a4Z, (20a)
1
= §]l+6~5', (20Db)
1 2a
- §1+§-57 (20¢)
1 7
=_1+4--7 20d
2 T3 (20d)
1 1
=5 59, (20¢)
lii s
_Li+r-o (20f)
2
Con esto queda completa la demostracion. Q.E.D.

En la representacién de la esfera de Bloch se suele emplear la base computacional: {|0),|1)}, tal y como
se ejemplifica en la ec. (10). A pesar de ello, es posible demostrar que cada par de puntos diametralmente
opuestos sobre la esfera de Bloch corresponde a dos estados ortonormales del espacio de Hilbert bidimensional
complejo, lo que implica que forman una base del mismo.



Teorema 3: Bases ortonormales visualizadas en la esfera de Bloch.

Cualquier par de puntos antipodas en la superficie de la esfera de Bloch forman una base ortonormal del
espacio de Hilbert bidimensional complejo.

Demostracion. Un punto cualquiera ubicado en la superficie de la esfera de Bloch se representa mediante la
ec. (10):
0 . (0
[t1) = cos 3 |0) + €'? sin 3 11). (21)

Un punto diametralmente opuesto a |11) estd dado por

|tho) = cos (”29) 10) + e'(®+™) sin <”29> ), (22a)

= sin <g) |0) — €' cos (g) 1) . (22b)

Es evidente que |¢1) v |[t2) son vectores normales, pues al hallarse sobre la superficie de la esfera de Bloch
(que tiene radio 1), su norma es igual a 1. Para demostrar que |¢1) y |12) son ortogonales, se calcula su

producto interno:
0 0 Iy 0 0
— Z ) s 2 L emitnid o e el
(11]1p2) = cos (2) sin (2) e %'’ sin (2> cos <2> ) (23a)

e (s (2) (D) (2. -
—0. (23c)

Con esto se demuestra que [11) y [¢2) son ortogonales, por lo que {|¢1),[¥2)} es un conjunto ortonormal.
Para que un conjunto forme una base de un espacio vectorial es necesario que su cardinalidad sea igual a la
dimensién del espacio vectorial y que los vectores que lo conforman sean linealmente independientes entre si.

El espacio de Hilbert bidimensional complejo, tal como su nombre indica, posee dimensién 2, que es igual a la
cantidad de estados en el conjunto {|11), |[t)2)}. Ademds, los dos estados son ortogonales, y la ortogonalidad
implica independencia lineal siempre y cuando ninguno de los vectores en el conjunto sea el vector nulo. Ya
que la norma de |1)1) y |[th2) es igual a 1, ninguno de los dos es el vector nulo, pues la norma del vector nulo
es 0. Con esto queda demostrado que cualquier par de puntos antipodas en la superficie de la esfera de Bloch
forman una base ortonormal del espacio de Hilbert bidimensional complejo. Q.ED.

Ahora se mostrard como se ve la forma matricial del operador de densidad de un estado puro genérico de un
ctbit en la base computacional {|0),|1)}. A partir de la definicién del operador de densidad en la ec. (5) y
empleando la ec. (10) se obtiene

p =Xy, (24a)

= (Cos (g) |0) + €' sin (g) |1>> (cos (Z) (0] + e sin (g) <1|> : (24b)
— cos? (Z) 00| + e~ cos (g) sin (g) 0Y(L] + ¢ cos (Z) sin (Z) 10| + sin? (g) Al (240)

Para obtener la representacion matricial de p en la base {|0),|1)}, se calcula

0) 1)
p = (I (1[0} <Olpl1) ) (25)
(1T\ (Hpl0)  (1]p[1)



por lo que p (ec. (24c)) escrita en representacién matricial es

cos? <9> e % cos <9> sin <9>
2 2 2

: ' (26)
Tl () 26

Por ejemplo, para hallar la representacién matricial del operador de densidad de |0), se escribird primero el
operador de densidad de dicho estado. Al ser un estado puro, por la ec. (24a) se tiene que

po = |0X0]. (27)

Luego, por la ec. (25), la representacién matricial de la ec. (27) es

o = (é 8) . (28)

Siguiendo un procedimiento diferente, se buscardn ahora los valores de 6 y ¢ que, reemplazados en la ec. (10),
produzcan el estado |0). Esto es hallar los valores de 6 y ¢ que satisfagan

|0) = cos (g) |0) + €' sin (g) ). (29)

La ecuacién anterior produce el sistema de ecuaciones
0
cos| =) =1
< 2) .
. 0 ’
e?sin =) =0

cuya solucién es § =0y ¢ € [0,2n]. Si bien ¢ puede tomar cualquier valor en el intervalo anterior, se optara
por elegir ¢ = 0. Estos valores pueden verificarse observando la representacion geométrica del estado |0) en la
esfera de Bloch, pues este estado corresponde a un vector normal en la direccién positiva del eje z. En la
fig. 2 se hace evidente que ¢ puede tomar cualquier valor debido a la simetria alrededor del eje z.

(30)

ot ”

1)

Figura 2: Representacion geométrica del estado |0).

Al reemplazar en la ec. (26) los valores obtenidos para 6 y ¢, se obtiene nuevamente la ec. (28). Se observa
que la matriz de densidad py es una matriz diagonal, pues todos los términos fuera de la diagonal son ceros.
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Anélogamente, el operador de densidad para el estado [+) = (]0) + |1))/v/2 es

Py = 44, (31a)
oy Y (0] + ()
_('ﬂ )( 7 )’ (31b)
= 2 (10)01 + 101 + [130] + [1)(1)) (310

Por (25), la representaciéon matricial de la ec. (31c) es

=301 1)- (32

Ahora, empleando la ec. (10) se buscardn los valores de 6 y ¢ que satisfagan
0 o [0
|[+) = cos 3 |0) + ¢'?sin 3 1), (33a)

W = cos <Z) 10) + ¢! sin <g) ). (33b)

De la ec. (33b) se obtiene el sistema de ecuaciones
(34)

cuya solucién es § = w/2 y ¢ = 0. Por lo anterior, la representacién geométrica del estado |+) en la esfera de
Bloch corresponde a un vector normal en la direccion positiva del eje x tal y como ilustra la fig. 3.

Figura 3: Representacién geométrica del estado |+).

Sustituyendo los valores obtenidos para 8 y ¢ y en la ec. (26) se obtiene nuevamente la ec. (31c). Se observa
que p4 no es una matriz diagonal. Los términos fuera de la diagonal (en este caso, 1/2 en las posiciones (1, 2)
y (2,1)) son conocidos como coherencias y representan las interferencias cudnticas entre los estados |0) y |1).
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2.2 Reformulaciéon de los postulados de la mecanica cuantica empleando el
operador de densidad
Con la caracterizacién del operador de densidad, es posible reformular la mecanica cuantica. Para ello, se

requiere expresar cada uno de los postulados de la mecanica cuantica en términos del operador de densidad.
A continuacién, se seguird la formulacién de Nielsen y Chuang [6].

2.2.1 Postulado I: espacio de estados.

Asociado a cualquier sistema fisico existe un espacio de Hilbert, el cual es el espacio de estados del sistema.
Si un sistema cudntico se halla en el estado p; con probabilidad p;, entonces el sistema estd completamente
descrito por su operador de densidad

p= Zpipz‘- (35)

2.2.2 Postulado II: evolucién.

Un sistema cuédntico se considera cerrado si no intercambia energia ni informacién con su entorno. En otras
palabras, su evolucién es completamente aislada del resto del universo. La evolucién de un sistema cudntico
cerrado estd dada por

p =UpUT, (36)

donde U es una transformacién unitaria; es decir, satisface UUT = UTU = 1.

2.2.3 Postulado III: medida.

La medida estd descrita por un conjunto {M,,} de operadores de medicién. Asi, la probabilidad de medir m
esta dada por

p(m) = Tr(M], M,,p), (37)
y el estado después de la medicién es
M, pM},
_— (38)
Tr(MLMmp)

Ademas, estos operadores cumplen la ecuacion de completitud
> M} M, = 1. (39)
m

2.2.4 Postulado IV: sistemas compuestos.

El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial de los espacios de los sistemas
que lo componen. Asi, los estados del sistema conjunto estan descritos por operadores de densidad que actiian
sobre el espacio de Hilbert

TOR MR- R I, (40)

donde 77 es el espacio de Hilbert de la i-ésima particula y ® denota el producto tensorial.

2.3 Operador de densidad reducido

El operador de densidad reducido permite describir el estado de un subsistema de un sistema cuantico
compuesto [6]. Suponiendo un sistema cuéntico compuesto AB descrito en un espacio de Hilbert que es el
producto tensorial de dos subespacios, #4p = 4 ® #p, asociados a dos subsistemas A y B, respectivamente;
si el estado total del sistema se describe mediante un operador de densidad pAZ que contiene toda la informacién
cudntica del sistema compuesto, el operador de densidad reducido de uno de los subsistemas (por ejemplo
A), se obtiene al tomar la traza parcial (trazar) respecto al otro sistema, llamado sistema complementario o
entorno (en este caso, B). Esto se expresa matemdaticamente como

pt = Trp(p?). (41)
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2.3.1 Traza parcial

La traza parcial es una generalizacién de la traza. Mientras que la traza estandar es un operador lineal que
asigna un valor escalar a cada operador, la traza parcial es un operador lineal que toma operadores del espacio
compuesto 4 y devuelve operadores de 5, o 5. Estd definida de la siguiente forma [6]:

Trp(lai)az| @ [br)Xba]) = |ai aa| Tr{(|b1)b2])}, (42)

donde |a;) y |b;) son vectores cualesquiera de los espacios de estados de A y B, respectivamente.

El operador de densidad reducido p4 contiene toda la informacién necesaria para predecir cualquier medida
realizada en A sin importar el sistema B. Para demostrar que la operacion de traza parcial proporciona
correctamente las estadisticas de medicién asociadas a observables en una parte del sistema cuantico, se
seguird la formulacién de Chandra y Ghosh [11]. Considerar un sistema compuesto AB que se halla en el
estado pB. Suponer que {|1/;)} es una base ortonormal del subsistema A y que {|¢;)} es una base ortonormal
del subsistema B. Por lo tanto, {|i;) ® |¢;)} es una base ortonormal del sistema compuesto.

Considerar un observable A4 cualquiera del sistema A. Para ser fisicamente consistente, cualquier estado p*
asociado al sistema A debe cumplir con que los valores promedio de A4 calculados a partir de pAB y a partir
de p* sean iguales. Se calculard primero el valor promedio empleando pA5. Para simplificar la escritura del
producto tensorial entre dos vectores se usara la notacién |a) ® |b) = |a,b) a partir de aqui.

Tr(p*P(Aa®1p)) =Y (i, ¢ p*P(Aa @ 1) 1hi, 65) , (43a)

@,

=" (i 010" ; [V, d)Xor, &1 | (Aa @ L) |ii, &) (43D)
@, ,

= Z}cz (i, di] B [n, 1) (i, b1 Aa @ 1| [i, ¢5) (43c)
4,3k,

= zkjl (i, &3] PP i, 1) (Wnl Aa |03) (D] 15 |95 (43d)
1,3,k

= 2};[ (i, 5] B [k, i) (i Aa [00i) 01, (43e)
5,3,k

= Z; (Wi, &3] PP [, b5) (Wil Aa |i) - (43f)
.7,

Antes de continuar, se definird un elemento de matriz del operador de densidad reducido p* para el subsistema
A como

(Wilpt o) =Y (Wi, &510™ P |, 65). (44)

J

La justificacién de la definicién anterior se detalla en el apéndice A. Al insertar la ec. (44) en (43f) se obtiene

Tr(p"? (A4 ® 15)) = ij (il o i) (il Aalibi) (45a)
= Z (Wil p* (; |wk><wk|> Aali) (45b)
= Z (Wil pAa i) (45¢)
— (p"Aa). (45d)

Este resultado muestra que el operador de densidad reducido contiene toda la informacioén fisica accesible de
un subsistema individual.
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3 Caminatas cuanticas

Las caminatas cudnticas (o quantum walks, en inglés) son el andlogo cudntico de las caminatas aleatorias
clasicas. Al igual que en el caso cldsico, una caminata cudntica describe la evolucion de un sistema en términos
de un «caminante» que se desplaza a través de una red de posiciones discretas. Sin embargo, en la versién
cuantica, el caminante se rige por principios cuanticos como la superposicion y el entrelazamiento, lo que
conduce a que el sistema evolucione de forma distinta a una caminata clasica.

Existen dos modelos de caminatas cudnticas de acuerdo con el tipo de paso temporal: caminatas cuanticas
continuas en el tiempo y discretas en el tiempo [12]. Ambas se describen a continuacién, aunque las segundas
en méas detalle por ser las que conciernen a este proyecto.

Las caminatas cudnticas continuas en el tiempo, abreviadas usualmente como CTQW (del inglés Continuous—
Time Quantum Walk), consisten en un sistema cudntico: el caminante, junto con un operador de evolucién
(hamiltoniano) que es aplicado al caminante sin restricciones temporales [12]. Mateméticamente, la dindmica
de este modelo se expresa empleando la ecuacién de Schrodinger:

|¢>t = e_th/h |'(/)>t71 : (46)

3.1 Caminatas cuanticas discretas en el tiempo

Abreviadas usualmente como DTQW (del inglés Discrete-Time Quantum Walks), consisten en dos sistemas
cudnticos: un caminante y una moneda, junto con un operador de evolucién que es aplicado a ambos sistemas
en pasos de tiempo discretos [12]. Mateméticamente, la dindmica de este modelo estd descrita la siguiente
evolucién unitaria:

W) =Ulg)y s =5-(CON) ), 4, (47)

donde [¢), representa al estado del sistema en el tiempo ¢. Ademas, S representa al operador de desplazamiento
condicional shift y C al operador de la moneda (del inglés coin). En la seccién 3.1.2 se discutirdn las definiciones
matematicas de estos operadores.

3.1.1 Sistemas cuanticos

El caminante es un sistema cudntico que vive en un espacio de Hilbert .7, de dimensién infinita contable. Los
vectores {|i)} de la base canénica de .7, se emplean habitualmente para denotar las posiciones que puede
ocupar el caminante. Ademas de dichos estados de la base, cualquier superposiciéon de la forma ), a; |i), con
> lai|* = 1, conforma un estado valido de la posicién; es decir, son valores admisibles de [p), € J%,, donde
Ip), denota el estado de la posicién en la que se encuentra el caminante en el tiempo ¢.

La caminatas cuanticas discretas en el tiempo pueden ser unidimensionales o multidimensionales dependiendo
de cémo sea disposicién de las posiciones. En este proyecto se implementa una DQWL (del inglés Discrete
Quantum Walks on a Line), las cuales son un caso particular de las DTQW, donde la evolucién del sistema
ocurre en una linea unidimensional discreta. Por otro lado, las caminatas multidimensionales son aquellas en
las que el caminante se mueve sobre una rejilla discreta en un espacio de dimensién mayor a uno.

La moneda es el otro sistema cuantico de las DTQW y este vive en un espacio de Hilbert 7, de dimensién
finita. Puede tomar por estado (|c), € %) los estados de la base canénica al igual que cualquier superposicién
de ellos.

El estado total de la caminata cudntica vive en el espacio ¢ = J%, ® J.. Se acostumbra usar estados
producto de % como estados iniciales de la misma, es decir, 1), = |¢), ® |p), [12]; esto porque los estados
producto son mas sencillos de preparar y analizar, lo que los hace méas practicos para montajes experimentales
y modelos tedricos.
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3.1.2 Operadores de evoluciéon

En el caso clasico de las caminatas aleatorias, el azar es un componente esencial en la evolucién del sistema.
En el caso cuantico, la aleatoriedad se introduce realizando una medicién en el sistema después de que se
ha aplicado un operador de evolucién al estado de la moneda, seguido de un operador de desplazamiento
condicional al sistema cudntico total [12].

El operador de la moneda, denotado como C en la ec. (47) actia inicamente sobre el sistema de la moneda.
Este operador coloca a la moneda en un estado de superposicion, lo cual resulta analogo a lanzar una moneda
en el caso clasico. El operador de moneda puede ser o no homogéneo dependiendo de si es constante a lo
largo de toda la caminata, o si varia en el tiempo o segiin la posiciéon del caminante. Entre los operadores de
la moneda, el operador de Hadamard es de los més utilizados [12] y es el que se emplea en la implementacién
realizada para este proyecto. Este operador es homogéneo y esta dado por

1
1 = =5 (10)(01+10) (1] + [1).40] ~ 1) {11). )

En la ec. (48), el subindice ¢ a la derecha de un ket indica que dicho ket es un estado de J#. De forma
similar es para un bra, con la diferencia de que el subindice se coloca al lado izquierdo. Para evitar hacer muy
complicada la notacién, en medio de un ket-bra se coloca un tnico subindice.

El operador shift, denotado como S en la ec. (47) actiia sobre el sistema total. Es un operador condicional
que dicta como se mueve el caminante en la red. En el caso de tener una moneda bidimensional, el shift
mueve al caminante un paso hacia la derecha o la izquierda dependiendo de si el estado de la moneda es el
estado |0) o |1). En este caso, el operador shift tiene la forma

5 =10).(0l® Z i+ 1), (il + 1) (1] ® Z i = 1), (il (49)

La notacién empleada en la ec. (49) es andloga a la empleada en la ec. (48), con la diferencia de que se anade
un nuevo subindice, p, el cual alude a que se trata un estado de J%,. Estos subindices hacen evidente que
el shift es un operador que afecta a ambos sistemas, mientras que el operador de la moneda solo afecta al
sistema de la moneda.

En consecuencia, el operador sobre el espacio de Hilbert total es U = S - (C ® 1,) y el estado de la caminata
cuantica discreta después de t pasos es

) = U)o (50)

3.2 Procedimiento para hallar la distribucién de probabilidad de una DQWL

Para obtener la distribucién de probabilidad de una DQWL con estado inicial de la forma [¢), = [¢), ® |p),,
primero se hace evolucionar la caminata un nimero ¢t deseado de pasos. Después de t pasos, el estado del
sistema estéd dado por la ec. (50). En este caso se ha optado por tomar ¢ = 100 para todos los resultados
obtenidos.

Luego, se calcula el operador de densidad que corresponde al estado de la caminata en el tiempo ¢, es
decir, se calcula p;y = |¥), ()| Posteriormente, se aplica la traza parcial sobre el espacio de la moneda:
ppt) = Tre(p(r)), obteniendo la matriz de densidad reducida en el espacio del caminante.

La probabilidad de encontrar al caminante en la posicién |p) tras 100 pasos se obtiene de los elementos de
la diagonal de p,t): Py = (plpp)|p). Finalmente, graficar P, ;) en funcién de p para un valor fijo de ¢
corresponde a obtener la distribucién de probabilidad de la caminata para el tiempo t.
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4 Resultados

Para obtener los resultados que se muestran y discuten en esta seccién, se implementé numéricamente el
modelo de DQWL en el lenguaje Wolfram Language. Este lenguaje fue elegido por ser un lenguaje simbolico,
por tener predefinidas varias funciones ttiles de algebra lineal que eran necesarias para la implementacion y
por permitir crear las graficas de distribucién de probabilidad facilmente.

A continuacién se muestran las distribuciones de probabilidad obtenidas para caminatas cudnticas con
distintos estados iniciales de la moneda tanto puros como mixtos.

4.1 Estados iniciales puros de la moneda
4.1.1 Estados iniciales de la moneda y de la posicién no superpuestos en la base computacional

Se empezd por validar el codigo realizado buscando reproducir las grificas de distribucién de probabilidad
para tres caminatas ampliamente conocidas: DQWL de 100 pasos con estados iniciales [¢), = [0) & |0),
V) = 1) ®[0) ¥ [¥), = |+y) ® |0). Estos resultados fueron comparados con las graficas incluidas en
Venegas—-Andraca [12]. Para las primeras dos DQWL [fig. 4] los estados iniciales de la moneda son los estados
de la base computacional. Estos primeros resultados hacen evidente que la distribucién de probabilidad de la
caminata depende del estado inicial de la moneda. Por ello, se varié los estados iniciales de manera sisteméatica
para hallar similitudes o patrones en las distribuciones de probabilidad de la caminata cudntica en funcién

del estado inicial de la moneda.

= 012 ¢ = 012 ¢
< 010F < 010F
& &
< 0.08 - p = 0.08 L
= 006} < 006}
Z 004} Z 004}
S S
& 0.02 & 0.02 |
0.00 ‘ ‘ ‘ » ] 0.00 ¢ ‘ . : i
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Posicion p Posicion p
(a) Estado inicial de la DQWL: |[¢), = |0) ® |0). (b) Estado inicial de la DQWL: |¢), = |1) ® |0).

Figura 4: Distribucién de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda son los
estados de la base ortonormal en z.

Un punto destacable de las distribuciones de probabilidad de la fig. 4 es que no son simétricas. En la DQWL
de la fig. 4a, el caminante empieza en la posicién |0) con el estado inicial de la moneda |0) que representa
mover al caminante un paso hacia la derecha. Esto introduce una preferencia inicial de hacer tender al
caminante hacia la derecha. Ocurre de manera similar para la DTQW de la fig. 4b: ya que el estado inicial de
la moneda es |1) y este representa mover al caminante un paso hacia la izquierda, la distribucién refleja una

tendencia hacia la izquierda.

Por otro lado, las distribuciones de probabilidad en la fig. 4 dejan ver la naturaleza cuantica de la caminata.
En una caminata aleatoria clasica, cada paso es independiente del anterior y la probabilidad de estar en
una posicion se calcula sumando directamente las contribuciones de cada trayectoria. A diferencia de las
caminatas clasicas, en una caminata cuantica el caminante no toma una tnica trayectoria con determinada
probabilidad. Después de cada paso, el caminante de la caminata cudntica puede estar en una superposicién
de estados y es por ello que la probabilidad de hallar al caminante en una posicién no es simplemente la suma
de las probabilidades clésicas, sino el cuadrado del valor absoluto de la amplitud cuantica. Esto ocasiona
ademas que ocurran interferencias constructivas y destructivas produciendo los méaximos y minimos tan
caracteristicos de las distribuciones de probabilidad de las caminatas cudnticas.
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4.1.2 Estados iniciales de la moneda superpuestos en la base computacional

La siguiente distribucién de probabilidad comparada con las presentadas en Venegas—Andraca [12] es la
de una DQWL que tiene por estado inicial de la moneda un estado en superposiciéon respecto a la base
computacional: |+,) = (|0) +1|1))/v/2 [fig. 5a]. Luego de verificar que las distribuciones de probabilidad
fueron obtenidas correctamente tanto para los estados de la base computacional y el estado |+,) como estados
iniciales de la moneda, se dio por validado el c6digo y se procedié a generar nuevos resultados. Para los
siguientes resultados obtenidos se emple6 por estado inicial de la moneda el otro estado de la base ortonormal
sobre el eje y: |—,) [fig. bb], y los estados de la base ortonormal sobre el eje z: {|+),|—)} [fig. 6].

= 012 ¢ = 012 ¢

< o010t < 070¢

= =

- 0.08 | - 0.08 |

< <

< 006 < 006

5 004¢ 2 004¢

o S

£ 0.02 g 0.02 ¢

0.00 [ ¢ ‘ ‘ ‘ > 0.00 ¢ . " : :
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Posiciéon p Posiciéon p

(a) Estado inicial de la DQWL: |1), = [4+4) ® |0). (b) Estado inicial de la DQWL: |¢), = |—,) ® |0).

Figura 5: Distribucién de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda son los
estados de la base ortonormal en y.

= 012 ¢ = 012 ¢
< 010F < 010f
& &
0.08 | 0.08 |
E =
= 006} < 006}
2 004} 2 004}
S S
& 0.02 & 0.02 |
0.00 [ ¢ ‘ ‘ ‘ | 0.00 ¢ : s 5 ‘
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Posicion p Posicion p
(a) Estado inicial de la DQWL: |¢), = |+) ® |0). (b) Estado inicial de la DQWL: |¢), = |—) ® |0).

Figura 6: Distribucién de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda son los
estados de la base ortonormal en .

Las distribuciones de probabilidad para los estados iniciales de la moneda |0) y |1) podrian conducir a pensar
incorrectamente que tener estados superpuestos respecto a la base computacional como estados iniciales
de la moneda produciran distribuciones de probabilidad simétricas, idea que parece ser respaldada por las
distribuciones de probabilidad de las caminatas con estados iniciales de la moneda |[+,) y |—,) [fig. 5] de
la moneda. Los resultados obtenidos para los estados |+) y |—) [fig. 6] muestran que la idea es en efecto
erronea, pues sus distribuciones de probabilidad son asimétricas y ademéas muy similares a las obtenidas con
los estados |0) y |1) [fig. 4].

La razén de por qué se produce esta asimetria es debido al efecto de aplicar el operador de Hadamard
a la base ortonormal sobre el eje x, pues H |[4+) = |0) y H|—) = |1) tal y como puede corroborarse con
los céalculos realizados en el apéndice B. Lo anterior provoca que, por ejemplo, la caminata con estado
inicial [¢), = [4+) ® |0) evolucione de forma muy parecida a como lo hace la caminata con el estado inicial
[V)y = |0) ® |0). Para visualizar esto, comparar los estados de ambas caminatas en el tiempo ¢ para la
caminata con [¢), = |0) ® |0) y en el tiempo ¢ + 1 para la caminata con [1), = |[+) ® |0):
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[¥)o = |+,0)

)y = 10,0) ), = %m,w
92 = 75 (0.1 +11,-1) 92 = 5(10,2)+11,0))
|1/’>2 = %[|072> + ‘1ﬂ0> + |O70> - |1a 72>] |1/1>3 = Q]-W“O’i” + |171> + |Oa 1> - |]~a 71>}

Los célculos detallados de los pasos de evolucién de las caminatas pueden verse en el apéndice C. Los
resultados de los célculos sugieren que la caminata con estado inicial [¢), = |[+) ® |0) estd desplazada un
paso espacial hacia la izquierda y un paso temporal adelante respecto de la caminata con estado inicial

[¥)o = 10) @10).

4.1.3 Estados ubicados sobre un mismo anillo con radio unitario en la esfera de Bloch

El siguiente paso fue obtener resultados para mas estados puros aparte de los ya mostrados. Se eligié hacer
comparaciones de las distribuciones de probabilidad de caminatas cuyos estados iniciales de la moneda se
ubicaran todos en un mismo anillo en la superficie de la esfera de Bloch.

Se empez6 por tomar el anillo de radio 1 en el plano zy. Los estados iniciales de la moneda de estas caminatas
son de la forma ), = |c), ® |0) donde |c), estda dado por la ec. (10) con 6§ = 7/2 y valores variables para
¢ que van desde 0 hasta 27. En la fig. 7 puede apreciarse la variacién continua de las distribuciones de
probabilidad para estados en el anillo. La fig. 7a es la distribucién de probabilidad correspondiente al estado
inicial |[4+) ® |0}, la fig. 7c corresponde al estado |—,) ® |0), la fig. 7e al estado |—) ® |0) y la fig. 7g al estado
|—y) ® |0). Las restantes (figuras 7b, 7d y 7f) muestran distribuciones de probabilidad de transicién entre las
distribuciones de probabilidad de sus respectivas figuras adyacentes.

Este mismo fenémeno es apreciable para los estados sobre el anillo de radio 1 en el plano yz (fig. 8). En este
caso los estados iniciales de la moneda son de la misma forma que para el plano xy; pero con ¢ = 7/2 y
¢ = m/2 para valores variables de 6 entre 0 y m. Las figuras 8a, 8c, 8¢ y 8g corresponden a las distribuciones
de probabilidad de las caminatas con estados iniciales |0) ® |0), |+,) ® |0}, |1) ® |0) ¥ |—,) ® |0). Las
figuras restantes muestran de nuevo distribuciones de probabilidad de transiciéon entre las distribuciones de
probabilidad anteriores.

Para el anillo unitario ubicado sobre el plano 2z (ver fig. 9) se toman ¢ = 0y ¢ = 7 para valores variables de 6
entre 0 y . Las figuras 9a, 9¢, 9e y 9g corresponden a las distribuciones de probabilidad de las caminatas con
estados iniciales |0) ® |0), |[+) ®|0), |1) ®]0) y |—) ®|0). El resto de figuras permiten visualizar la continuidad
en la variacién de la distribucién de probabilidad, tal como se discutié anteriormente.

4.2 Estados iniciales mixtos de la moneda

4.2.1 Estados sobre un mismo eje

Finalmente, se compararon las distribuciones de probabilidad para caminatas cuyo estado inicial de la moneda
se hallaba sobre un mismo eje. El primer eje escogido fue el eje . Las matrices de densidad en este caso se
construyen empleando la ecuacién (11) y el vector de Bloch dado en coordenadas cartesianas: ¥ = (x,0,0),
con distintos valores de = contenidos entre —1 y 1. Tal como se habia visualizado anteriormente con los
estados iniciales de la moneda sobre un mismo anillo en la esfera de Bloch, tomar estados iniciales de la
moneda sobre el eje z [fig. 10] vuelve a mostrar que parece existir una variacién continua de las distribuciones
de probabilidad para estados iniciales de la moneda sobre un mismo eje.

Por otro lado, cabe hacer una mencién especial a la distribuciéon de probabilidad del estado méximamente
mixto como estado inicial de la moneda [fig. 10d]. El estado maximamente mixto corresponde al estado
ubicado en el centro de la esfera de Bloch y es un concepto importante porque fisicamente representa la
maxima incertidumbre sobre el sistema.
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Figura 7: Distribuciones de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda se
hallan ubicados en la esfera de Bloch en un anillo de radio 1 sobre el plano xy. Todos estos estados son de la
forma |c), = (|0) + €'?|1))/v/2 con distintos valores de ¢ que van desde 0 hasta 27, con una distancia de 7/4
entre cada uno.



= 012f = 012} :
£ o010f < o10f :
= s
< 0.08} < 0.08} :
= 006¢ = 006¢ ]
< 004F = 004F :
s s
£ 002¢ £ 002} :
0.00 ¢ X . . i 0.00 L : . . . i
—-100 —-50 0 50 100 -100 —-50 0 50 100
Posicién p Posicion p
(a) ¢ =0 = 2m. (b) ¢ = /4.
= 012f = 012} :
< o010f < o010f ]
= s
< 0.08} < 0.08} :
= 006F = 006¢ ]
< 004F = 004F :
s s
£ 002} £ 002} :
0.00 ¢ . . . i 0.00 L . . . i
—-100 —-50 0 50 100 -100 —50 0 50 100
Posicién p Posicion p
(c) ¢ = m/2. (d) ¢ = 3m/4.
= 012f = 012} :
£ 010F < o10f ]
= 2
< 0.08} < 0.08} :
= 006F = 006¢ ]
< 004F = 004F :
s s
£ 002} £ 002} :
0.00 ¢ . . . i 0.00 L : . . . i
—-100 —-50 0 50 100 -100 —-50 0 50 100
Posiciéon p Posicion p
(e) p=m. (f) ¢ = 5m/4.
= 012f = 012} :
£ o010f < o10f ]
= 2
< 0.08} < 0.08} :
= 006F = 006¢ ]
< 004F = 004F :
s s
£ 002} £ 002} :
0.00 ¢ . . . i 0.00 L : . . . i
—-100 —-50 0 50 100 -100 —-50 0 50 100
Posiciéon p Posicion p
(g) ¢ = 6m/4. (h) ¢ = Tm/4.

Figura 8: Distribuciones de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda
se hallan ubicados en un anillo de radio 1 sobre el plano yz. Todos estos estados son de la forma |c), =
[cos(6/2) |0) + e¢sin(A/2) [1)]/v/2 con ¢ = 7/2 para el lado derecho del anillo y ¢ = —7/2 para el lado
izquierdo; ademds de tomar distintos valores de 6 desde 0 hasta 7, con una distancia de 7/4 entre cada uno
para cada mitad del anillo
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Figura 9: Distribuciones de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda
se hallan ubicados en un anillo de radio 1 sobre el plano xzz. Todos estos estados son de la forma |c), =
[cos(60/2) |0) + e sin(A/2) [1)]/v/2 con ¢ = 0 para la primera mitad del anillo y ¢ = 7 para la segunda;
ademds de tomar distintos valores de 6 desde 0 hasta 7, con una distancia de 7/4 entre cada uno para cada
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Para los ejes y y z se siguié un proceso similar al del eje x, pero esta vez tomando los vectores de Bloch
7= (0,y,0) y ¥ = (0,0, z), respectivamente, con valores de y y z entre —1 y 1. La variacién continua de
la distribucién de probabilidad se visualiza de igual manera para las caminatas con estados iniciales de la
moneda sobre el eje z tal como muestra la figura 12. Por otro lado, aunque la distribuciéon de probabilidad
para los estados iniciales de la moneda sobre el eje y muestran el mismo comportamiento que se ha venido
discutiendo, resulta todavia mas interesante que la distribucién de probabilidad se mantenga constante para
todos los estados en dicho eje, y que ademas esta distribucion sea simétrica tal como muestra la fig. 11.
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Figura 10: Distribuciones de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda se
hallan ubicados en el eje . Todos estos estados son de la forma pe—o) = [J0)O] + [1)(1] + (|0X1] +[1)0[)]/2

con valores de z entre —1 y 1, con una distancia de 1/3 entre cada uno.
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Figura 11: Distribuciones de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda se
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con valores de y entre —1 y 1, con una distancia de 1/3 entre cada uno.
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Figura 12: Distribuciones de probabilidad para DQWL de 100 pasos cuyos estados iniciales de la moneda se
hallan ubicados en el eje z. Todos estos estados son de la forma pe—g) = [J0X0] + |1)1| + 2(|0)X0] — [1)1])]/2

con valores de z entre —1 y 1, con una distancia de 1/3 entre cada uno.
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5 Conclusiones y trabajo futuro

5.1 Conclusiones

Este trabajo de practicas permitié realizar un estudio a profundidad de los conceptos necesarios para entender
el comportamiento de las caminatas cudnticas discretas en una linea, lo cual era fundamental para su
implementacion. Se aprendié el formalismo del operador de densidad al igual que los fundamentos de la
mecanica cuantica utilizando este lenguaje. Esto permitié analizar la dindmica del caminante cuantico desde
una perspectiva mas general empleando tanto estados puros como estados mixtos. Ademaés, este formalismo
proporciona una herramienta matematica que contiene toda la informacion fisica disponible de un subsistema:
la matriz de densidad reducida, concepto que es indispensable para obtener las distribuciones de probabilidad
de las caminatas cuanticas.

Se comprendi6 la estructura matematica y fisica del modelo de caminata cudntica discreta en una linea.
Esto incluyé el entendimiento del operador unitario que se emplea para describir la evolucién conjunta
del caminante y la moneda, y el andlisis de cémo las propiedades cudnticas, como la superposicion y la
interferencia, influyen en el comportamiento del sistema. Todos los conocimientos adquiridos permitieron
implementar numéricamente el modelo de DQWL y producir asi resultados con los cuales se analiz6 la
distribucién de probabilidad de la posicién del caminante cudntico en funcién del estado inicial de la moneda.
Entre los comportamientos visualizados con los resultados obtenidos, se encuentra el mas evidente: la caminata
es dependiente del estado inicial de la moneda. Este estado juega un papel importante en la direccién principal
que tomara el caminante. Por otro lado, se observé que la variacion de las distribuciones de probabilidad
para estados iniciales de la moneda ubicados en un mismo anillo y en un mismo eje de la esfera de Bloch
es continua, y que estados iniciales de la moneda ubicados sobre el eje y conducen a una distribucién de
probabilidad simétrica.

5.2 Trabajo futuro

Si bien las caminatas cuanticas ofrecen ventajas especialmente por su aplicacion en la generacion de algoritmos
maés rapidos que los producidos empleando sus contrapartes clasicas, su implementacién préctica enfrenta un
desafio importante: la decoherencia. Este fenémeno es inherente a cualquier sistema cuéantico que interactie
con su entorno y afecta la dindmica de la caminata. Por lo anterior, surge una pregunta clave: ;cémo se
modifican las caminatas cuanticas en presencia de decoherencia? Como trabajo de graduacién se propone
caracterizar la decoherencia en caminatas cuanticas empleando el formalismo de canales cuanticos.
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A  Justificaciéon de la definicion de un elemento de matriz del
operador de densidad reducido

La definicién empleada para un elemento de matriz de p# (ec. (44)) se justifica haciendo los célculos mostrados
a continuacion.

> Wi b5 2P Ty b5) = (Wi, ¢ bzdaa,b,c,d|wa,¢b> (e, dal | [n 5) (51a)
J J a,b,c,
- zb: daawbvc»d (i, @j|va, Po) (e, Paltbr, ¢5) (51b)
J.a,b,c,
= ;:d Qab,e.d (Vil¥a) 56 (Yelthr) da,j, (51c)
a,b,c,d,j
= Eb: Qa,be (Wiltha) (Yeltn) (51d)
—<¢i|< _ Qe ><wc) |r) (51e)
= (¢l p* Iwk> : (51f)

B Efecto del operador de Hadamard sobre los estados de las bases
ortonormales sobre el eje v y 2

A continuacién se muestran los cdlculos detallados de la aplicacién del operador de Hadamard (operador
utilizado para la moneda) a los estados de la base computacional.

H0) = 7(|o><0|+\o><1|+|1><0\ 11]) 10 (52a)
7( 10) + 1)), (52b)
=|+). (52¢)
1) = == (10)0]+ 041 + [1)0] = [1X1]) 1. (53a)
= (0 -1m), (53b)
=|-). (53c)

Por otro lado, aplicar el operador Hadamard a los estados de la base ortonormal en x devuelve los estados de
la base computacional tal y como se muestra a continuacién.

H|+) = %( |0XO[ + [0X1] + [1)0] — [1X1| )7( 0) +11)) (54a)
= 2 (10 +11) +10) ~ 1)), (54b)
— o). (54c)
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H1=) = <5 (10401 + 10411+ 1401 = 111 = (10} = 1)) (551)
= 2010 +11) — o) + 1)), (551)
~ . (55¢)

C Calculos manuales de pasos de evolucion de caminatas cuanticas
Para estos calculos se emplean los resultados obtenidos en el apéndice B. A continuaciéon se muestran los

calculos para dar los primeros dos pasos de una DQWL con estado inicial [1)), = |0) ® |0) y los primeros tres
pasos de una DQWL con estado inicial |1), = |+) ® |0).

C.1 DQWL con estado inicial [¢), = |0) ® |0)

C.1.1 Primer paso de la caminata

), = S(H ©1)[0) @ [0). (562)
= S(H|0)®1|0)), (56b)
=5t e, (56¢)
= 5510+ o). (56)
:% (10) @10) + 1) ©0). (56¢)

7 (10,1) +|1,-1)). (561)
C.1.2 Segundo paso de la caminata
W), = S & 1) (0) © 1) + 1) @ -1). (57a)
- %S(H|O> S 1)+ H1) @1 ]|-1)), (57b)
— Z5S(I @) +1-) 9 1-n), (570)
= 251310 +1) @ 1) + (0) ~ 1)) ®|-1)], (57d)
= sl e +me )+ el-1-1el-1], (570
= 21102 +11,0) +10,0) — [1,-2)]. (57)
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C.2 DQWL con estado inicial [¢), = |+) ® |0)

C.2.1 Primer paso de la caminata

), = S(H @ 1)|+) ® |0),
L s |+ @ 10)),

=S(10) ©10)).

SRR

10,1).

C.2.2 Segundo paso de la caminata

1
V2
S(H|0) @ 1[1)),

nn

)y =SH 1) —=10) @ [1),

1

[
=8l

S(+) @ (1),

_ 1 (\g(|o>+|1>)®|1>>7
=SS0y @) + ) @(1)),

T

=N

=5(10.2)+11,0)).

C.2.3 Tercer paso de la caminata

¥y = SH@ 1)L (10)©[2) +1) @ 0)),
- %S(H 0) @ 1 |2) + H 1) 1]0)),
=2 s(hel+ - e),
S[(10)+ 1)) @12) + (10) — 1))  10)],

1
_72\@
1

=—S[10)®[2) +]1) ® [2) +[0) ® [0) — [1) ®0) ],

22
1

72\/5[|0,3>+|1,1>+|0,1>f|1,f1>].
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