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Objetivos

General

Estudiar el marco tedrico y la implementacion numérica de las caminatas cuanticas discretas en el tiempo en
una linea.

Especificos
e Estudiar el formalismo de la matriz de densidad y la matriz de densidad reducida.
o Estudiar el modelo de caminata cuantica discreta en una linea.
e Implementar numéricamente un modelo de caminata cudntica discreta en una linea.

e Estudiar la distribucién de probabilidad del caminante cuantico en funcién del estado inicial

Introducciéon

Este proyecto pretendia en un inicio incluir decoherencia en el modelo de caminatas cuanticas; pero, debido a
la extension del tema, se limit a trabajar caminatas cuanticas 1D.

El auge reciente de la computacion cuantica ha llevado una gran cantidad de avances en distintos campos del
conocimiento. En este sentido, el campo se ha expandido en distintas direcciones que van desde el desarrollo de
algoritmos [1, 2], aplicaciones tedricas [3, 4, 5] hasta evaluacién de la cuanticidad de computadoras cudnticas
[6, 7].

En este trabajo vamos a estudiar el comportamiento de la distribucién de probabilidad de caminatas cudnticas
discretas en una linea' bajo distintas condiciones iniciales. Para ello, utilizamos métodos numéricos de
implementacién propia hechos en el lenguaje de programacién Wolfram Language.

En la seccién 1 vamos a estudiar los antecedentes necesarios para entender las caminatas cudnticas y como se
implementa este proceso. En la seccion 2 se expondréan las ideas clave detras del método de implementaciéon
y se mostraréd el codigo usado para generar los resultados presentados en la seccién 3. En los resultados
presentaremos de manera separada cada una de las partes importantes de los resultados junto a la discusién
de los mismos. Para acabar, en la seccién 4 se presentaran las conclusiones del trabajo, algunas ideas de
mejora y se presentaran los planes a futuro.

Justificacion

Este trabajo de practicas sera el inicio de un proyecto que se planea continuar durante el trabajo de graduacién
en el que se investigara el comportamiento de las caminatas cuanticas bajo el efecto de la decoherencia.
En ese sentido, este trabajo sienta las bases tedricas necesarias para comprender las caminatas cuanticas,
introduciéndonos al formalismo de la matriz de densidad y, ademéas de eso, se presentan avances en las
herramientas computacionales que se usarian para analizar estos comportamientos.

1 Antecedentes

1.1 Operador de densidad

Tipicamente, la mecédnica cudntica ha sido formulada en el lenguaje del vector de estado [8, 9]. Sin embargo, es
posible utilizar otras formulaciones?. En este trabajo, utilizaremos el formalismo del «operador de densidad»?.
Esta formulacién es una manera mas general, y conveniente en el escenario de los sistemas cudnticos abiertos, de
representar a los estados cudnticos, dandonos la capacidad de describir matematicamente mezclas estadisticas
de estados puros.

IDTQW por las siglas en inglés de Discrete Time Quantum Walk.
2Como el formalismo de las integrales de camino.
3También se le llama «matriz de densidad».



Para definir el operador de densidad es necesario hacer una distincién entre estados puros y estados mixtos.
Se llaman estados puros a aquellos que pueden describirse por una funcién de onda o vector de estado [9].
Mientras que un estado mixto corresponde a una mezcla probabilistica de estados puros [8].

Dada una mezcla estadistica de estados puros, también conocida como un ensamble de estados puros, {p;, [1:)},
el operador de densidad del sistema se define como [8]

p= Zpi Xt - (1)

Podemos ver en la definicion del operador de densidad que, al ser este la suma ponderada por probabilidad
de los productos externos de cada estado puro, se puede representar estados mixtos con un tnico objeto (una
matriz), en vez de tener que trabajar manualmente con la mezcla estadistica.

1.1.1 Usos de la matriz de densidad

Una vez que hemos hablado ligeramente de las matrices de densidad vamos a ver ahora un ejemplo practico que
justifique usar este nuevo formalismo matematico en mecénica cudntica. En este ejemplo vamos a demostrar
que, en general, una matriz de densidad no puede ser descrita con un vector de estado; esto mostrard a su
vez que las matrices de densidad son la generalizacion de los vectores de estado.

En el ejemplo usaremos la polarizacién de la luz para realizar nuestros calculos, asi que haremos un pequeno
repaso de 6ptica para poder desarrollar nuestro ejemplo. La polarizacion de la luz la describiremos usando
los vectores de Jones; usaremos 3 bases distintas {|H), |V)}, {|D), |A)} v {|R), |L)}, podemos ver como se
relacionan entre ellas en la Tabla 1.

Polarizacién Vector de Jones Notacion de Dirac

) 1)

V)

Horizontal

Vertical (
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~~
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Tabla 1: Relacién entre los vectores de Jones

También es necesario recordar el funcionamiento de los filtros polarizadores, ya que estos nos ayudaran a
reconstruir un estado desconocido a partir de las medidas de estos estados en distintas bases, lo que es
equivalente a hacerlos pasar por filtros a distintas orientaciones. Cuando un rayo de luz, sin importar su
polarizacién, pasa a través de un filtro polarizador, toda la luz resultante sale en la direccién del filtro, pero
con una intensidad menor. La intensidad resultante es proporcional a la parte del estado con la misma
orientacién al filtro.

Una vez hemos aclarado los conceptos de 6ptica necesarios podemos proseguir con el ejemplo. Tomaremos
dos estados: (1) El estado puro de luz con orientacién diagonal | D). (2) El estado de la luz natural, también
llamada luz sin polarizar. Y vamos hacer pasar a ambos haces de luz por filtros polarizadores representando
cada uno de los vectores de la Tabla 1.



Al hacer pasar los rayos de luz por un filtro polarizador tenemos que el cociente entre la intensidad final e

inicial nos da la probabilidad que el haz de luz esté en el estado de cada filtro
Iy

P(X)=—
( ) IO )

dénde P(X) es la probabilidad que el haz de luz se encuentre en el estado | X'). Ahora veremos las probabilidades
de hacer pasar cada uno de los haces mencionados anteriormente por cada uno de los filtros:

(1) Luz con polarizacién diagonal (2) Luz sin polarizar
1 1
P(H) = 9 P(H) = 5
1 1
P(V) = P(V) =}
P(D) =1 P(D) = %
1
P(A)=0 P(A) = B
1 1
P(L) = P(D) =}
P(R) = 5 P(R) = 5
2 2

De las mediciones en el lado izquierdo podemos ver que P(A) = 1, lo que quiere decir que la probabilidad que
el estado de haz sea |A) es del 100 %. Con las del lado derecho, en cambio, es ficil ver que esto no sucederd
para ningin vector de estado. Este tipo de casos son los que justifican el uso de la matriz de densidad, estados
cuanticos que no se pueden representar con vectores de estado.

1.1.2 Propiedades del operador de densidad

Para proceder con la nueva formulacién de la mecanica cudntica a partir del operador de densidad es necesario

alejarnos un poco de la definicién original, para introducir sus propiedades elementales.

Teorema 1: Caracterizaciéon del operador de densidad [8].
Un operador p es operador de densidad asociado a un ensamble {p;, |1;)} si y solo si satisface

1. (Condicién de traza) La traza de p debe ser 1.

2. (Condicién de positividad) p debe ser positivo semidefinido.

Demostracion. Para demostrar este teorema es necesario hacerlo en ambas direcciones
(=) Suponiendo un operador de densidad p = ), p; |¥; (1|, entonces

1. Para demostrar la condicién de la traza
Tr(p) = Tr <Zp1 |¢Z><wl|> )
= Zpi Tr([vi)vil) ,
= Zpu

=1



2. Para la condicién de positividad

(elole) = (¢l (Zpi %X%I) ),
= Zpi (pls) (Yilw)
= ZPH (el |2,

>0

b

en la pentltima linea hemos utilizado el hecho de que las probabilidades p; > 0.
( <) Suponiendo un operador p que cumple con las condiciones de traza y positividad.

Al ser un operador positivo debe tener descomposicion espectral
p=Y Nl
J

donde los A; son los autovalores de p y deben ser reales y no negativos; y |j) los autovectores normalizados.
Dénde, ademas, por la condicién de la traza

da=1
J
De esto obtenemos que tomando los |5}, estados cudnticos; junto a los \;, las probabilidades respectivas

de los estados. El operador p representa un operador de densidad para el ensamble {A;,[j)}. Q.£.D.

Con el Teorema 1 podemos desacoplar la definicién de operador de densidad y la del ensamble de estados,
de tal modo que podemos pensar en el operador como un objeto abstracto y es suficiente que se cumplan
las condiciones de traza y positividad para definirlo como tal. Ya que el operador de densidad nos permite
unificar la representacion de estados mixtos y puros, serd 1til un criterio que nos permita diferenciar que
clase de estado es un operador de densidad dado.

Criterio para decidir si un estado es puro o mixto [8]:

Sea p un operador de densidad, para un estado puro se cumplird que Tr(p?) = 1, mientras que para estados
mixtos tendremos que Tr(p?) < 1.

Demostracion. Tomando un operador de densidad cualquiera

p= sz‘ |9i)(%i]

y calculando el cuadrado

p2:<zpi'¢i><%) S i e
= D pip [9) (ild) (W51,

= Zpipj Vi) (Y5 6ij,

2J
= ZP? |¢1><¢z| .



Por la tanto:
Ti[p?] = Tr [ZP? |¢i><1/}i|] )
i
= ZP? Tr[[va)3ill,
-
Finalmente como para cada p; tenemos que p? < p; ya que 0 < p; < 1 obtenemos
Trlp®) =3 pi <D pin=1.

Esto quiere decir que
Tr[p?] <1,

donde la igualdad solo se obtiene cuando solo hay un p; = 1 (estado puro), si no obtenemos la desigualdad
(estado mixto). Q.E.D.

1.1.3 Reformulaciéon de los postulados de la mecanica cuantica

Por medio del Teorema 1 dimos una caracterizacion del operador de densidad que es intrinseca al operador
mismo [8]. Esto quiere decir que nosotros podemos definir un operador de densidad como un operador positivo
y de traza uno, sin tener que preocuparnos de cudl ensamble estadistico venga. Una vez hemos hecho esa
caracterizacion podemos reformular los postulados de la mecéanica cuantica para completar este lenguaje
matematico.

Postulados de la mecanica cuantica [8]:
Podemos escribir los postulados de la mecanica cuantica como:

Postulado I: Asociado a cualquier sistema fisico cerrado hay un espacio vectorial complejo con producto
interno (i.e., un espacio de Hilbert) conocido como espacio de estados del sistema. El estado del sistema
esta completamente descrito por su operador de densidad, el cual es un operador positivo p con traza
uno, actuando en el espacio de estados del sistema. Si un sistema cuantico se encuentra en el estado p;
con probabilidad p;, entonces el operador de densidad del sistema es

Zpipi~ (2)

Postulado II: La evolucion de un sistema cuantico cerrado esta descrita por una transformacion
unitaria. Es decir, el estado p del sistema en un tiempo t1 estd relacionado al estado p’ del sistema en un
tiempo ty por un operador unitario U el cual depende tinicamente de los tiempos t1 y to,

o =UpU"T. (3)

Postulado III: Las mediciones cuanticas estan descritas por una coleccion de operadores de medicion
{M,,}. Estos son los operadores actuando en el espacio de estados del sistema siendo medido. El indice
m se refiere a los resultados que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado del sistema cudntico es p
inmediatamente antes de la medida, entonces la probabilidad de que ocurra el resultado m esta dada por

p(m) = Te(M], Myp), (4)
v el estado del sistema inmediatamente después de la medicién es

M, pMj,

Te(Mf, Mp) 2



Los operadores de medicién satisfacen la ecuacion de completitud,

> MM, =1. (6)

m

Postulado IV: El espacio de estado de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial del espacio
de estados de los sistemas fisicos que lo componen. Sin embargo, si tenemos los sistemas numerados de
1 a n, y el sistema niimero i se encuentra preparado en el estado p;, entonces el estado conjunto del
sistema total es

PLO P2 Q- @ pn. (7)

Cabe aclarar que el estado mas general de un sistema compuesto no tiene la forma de la ecuacién (7)
necesariamente. Un ejemplo de esto es el estado de Bell, el cual es un estado de un sistema de dos qubits
y no puede ser escrito como el producto de dos estados:

|00) + |11)
V2

A los estados que no se pueden escribir como la ecuacién (7) se les llama entrelazados.

[¢1) @ |2) # : (8)

Con esto conseguimos reformular completamente la mecéanica cudntica en un lenguaje distinto al vector de
estado, pero matemdaticamente equivalente. Sin embargo, pensar en términos de la matriz de densidad nos
dara dos grandes ventajas, en las cuales destaca este formalismo: la descripcién de sistemas cuanticos abiertos
y la descripcién de subsistemas de un sistema cudntico compuesto [8].

Para ilustrar el postulado IT vamos a ver la evolucién de un qubit sometido a un campo magnético B= (0,0, B,).
El hamiltoniano del qubit estd dado por
_ 9psB:

H z
2

por lo que la evolucién generada por este es
U(t) = exp(—itH/h),
exp (— ”B%) 0
0 exp (%)

Usando esta evolucién unitaria vamos a ver como evoluciona un estado dado por

3 1 1-3
P=7 <i+1 ‘{6> )
/6 3
esto nos daria
r_ t
p=UpU",
itw 1—3 1tw
(oGm0 V(LT (0
4 0 exp(57)) \ "5 3 0 exp(—47) )’
3 %exp(%tf;izus) L

Esta evolucién la podemos visualizar graficamente en la figura 1.



1.0

Figura 1: Dindmica de un qubit en un campo magnético.

1.1.4 Matriz de densidad reducida

El operador de densidad reducido es quiza una de las aplicaciones méas importantes del formalismo de la
matriz de densidad, pues a partir de este nosotros podemos encontrar el estado de un subsistema de un
sistema compuesto en el cual tenemos toda la informacién necesaria para realizar cualquier medida en dicho
subsistema. Formalmente, decimos que dados dos sistemas fisicos A y B, cuyo estado total estd descrito por
la matriz de densidad pA%; entonces la matriz de densidad reducida para el sistema A se define como

pt = Trp(ptB) 9)

dénde Trx (+) es la traza parcial sobre el subsistema X, esto quiere decir que toma al subsistema del sistema
compuesto sin X [8].

La traza parcial estd definida como:

Trp pP = (W5lolesy) (10)

J

donde |1);) es una base del espacio de estados exclusivamente del sistema B, posteriormente realizaremos un
ejemplo para mostrar como se ve esto.

Trp(larXaz| @ [bi)(b2]) = [a1){az| Tr(]b1)b2|) (11)

dénde {|a;)} y {|bi)} pertenecen a los sistemas A y B respectivamente. Y al ser la traza un operador lineal,
podemos utilizar esta definicién para estados mixtos igualmente.

Con esto podemos ver la importancia de la matriz de densidad reducida, pues teniendo el estado de un
sistema compuesto podemos acceder a medidas en los subsistemas. Esto es especialmente 1til cuando nosotros
queremos estudiar la dindmica de sistemas abiertos. En estos casos realizamos la evoluciéon del sistema abierto
junto a su entorno y trazamos los grados de libertad del entorno para recuperar la evolucion del sistema que
nos interesaba desde el inicio, esto se puede ver graficamente en la figura 2.

Para aclarar el funcionamiento de la traza parcial y entender su uso con estados entrelazados, vamos a calcular
la matriz de densidad reducida para el primer qubit del estado de Bell (|00) + |11))/v/2. Dada la matriz de
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Figura 2: Modelo de evolucion de un sistema cuantico abierto.

densidad

- |00> + |11> <00| + <1l|
P ( V2 ) ( V2 ) ’
_ \00)<OO| + \00)(11\ + |11)<00| + |11><11|.

2
Ahora, realizando la traza parcial sobre segundo qubit:
p1 = Tra(p),
T |00%00] + [00)(11| 4 |11)X00| + 11)(11|>
2 2 ’
_ Try(]00){00]) + Tra (JOO)11]) + Tro(J11)X00[) + Tra(J11)(11])
2 7
_ [0X0[ Te([0X01) + [0)1] Tr(JOXT[) 4 [1)0] Tr([1X0]) + [1)1] Tr([1)1[)
2 )
_0%0] + 11
2 )
!
=3

Adicionalmente, al calculo de la traza parcial es interesante para el lector para notar que la matriz de densidad
reducida de el estado entrelazado es un estado mixto

=

Tr(p) =

al contrario de lo que pasa con estados producto, cuyas matrices de densidad reducidas son, en cambio,
estados puros.

1.2 Caminatas cuianticas

Las caminatas cudnticas son la contraparte clasica de las caminatas aleatorias y han demostrado ser una
herramienta muy 1til en el desarrollo de algoritmos, entre otras aplicaciones tedricas. Existen dos tipos de
caminatas cudnticas: continuas y discretas en el tiempo. Tal y como sus nombres indican, la diferencia entre
estas estd en cada cuanto se aplica el operador de evolucién; para el caso discreto solo en pasos enteros y
para el caso continuo para cualquier tiempo arbitrario [10].

Nosotros en este trabajo nos centraremos tinicamente en las caminatas cudnticas discretas en el tiempo en 1
dimension. Este modelo de caminatas cuanticas consiste de dos sistemas que interacttian entre si, uno llamado
caminante y otro llamado moneda, y finalmente tenemos un operador en el sistema conjunto del caminante y
la moneda que se aplica en pasos discretos de tiempo.



10) >
REEERN T a A T a T a P VRN
[ e
\\\_//lv\_/ v  — *_ — *___— A v\_/\\\_///
< Ry

Figura 3: Diagrama de una caminata cudntica discreta en una linea.

1.2.1 Caminata trivial

Las caminatas aleatorias requieren de un proceso estocédstico para funcionar; lo que, en las caminatas aleatorias
en una linea, solemos representar con el lanzamiento de una moneda. La aleatoriedad implicita en los procesos
cuanticos podria hacernos creer que en el andlogo cuantico no hay necesidad de una moneda. Sin embargo
esto no es cierto, pues las caminatas cuanticas discretas si requieren ese grado de libertad adicional que
indique en que direcciones se va a propagar la caminata. Esto hace necesario que, para realizar una caminata
cuantica equilibrada, exista un operador de moneda que superponga el estado de la moneda en uno con todas
las direcciones en las que se pueda propagar. En caso de que no se incluyera la moneda el estado inicial solo
se desplazaria por la posicion, pero sin dispersarse en el espacio; a ese comportamiento se le llama caminata
trivial [11].

1.2.2 Caminatas cuanticas discretas en una linea (DQWL)

Un modelo bastante estudiado en la literatura, y el que utilizamos en este trabajo, es el modelo de caminatas
cuanticas discretas en una linea infinita. En este modelo el sistema de posicion es un sistema de infinitos
grados de libertad y el sistema de la moneda, que es el que nos indica como se mueve el caminante en la
linea, tiene solamente dos grados de libertad.

Como ya se habia mencionado anteriormente, la dindmica de las caminatas discretas se modelara en base a
un operador unitario en cada paso del tiempo, este dependera a su vez de dos operadores llamados operador
de moneda y de shift, y durante el transcurso del trabajo entenderemos su funcionamiento. En el caso de las
Caminatas cudnticas discretas en una linea (DQWL) el operador de shift estd dado por

S =0}0] & Z i+ 1] + 11| © Z i = 1)l , (12)

mientras que el operador de moneda puede ser cualquier operador unitario de dos niveles, en nuestro caso se
utilizé el Hadamard como la moneda )
1 1
c-1(t 1) -

De esta manera el operador de la DQWL puede escribirse como
U=SCw®1). (14)

El operador de evolucién de la ecuacién (14) nos da entonces la dindmica en cada paso de tiempo de una
caminata cudntica que tiene la misma probabilidad de moverse hacia la derecha o izquierda,

V) =U ),y (15)

Para ejemplificar el comportamiento de las caminatas cuanticas se mostrara el calculo en tres tiempos distintos:
t=0,t=1yt=2de la misma.

e Paso 0:

[¥)o = 10) ©10) .

10



e Paso 1:

=
I
<

Ul
=U(|0) ® 10)),
= S(]+) ®0)),
1
- ES[(M + (1)) @ [0)],
1
- ﬁ5(|0> ® 10) + |1) @ [0)),
1
=0 e+ el-1).
e Paso 2:
|¢>2 = U|w>1
=U 1

Hoel+hel-1),

[
S-S

U(l0) ® 1) + 1) @ |-1)),

S+ @) +[=) @[-1),

S[(10) + 1)) @ [1) + (10) = [1)) @ [-1)],

S0 @ 1)+ e 1) +[0)@[-1) - 1) @[-1)),

N~ N =N

(10) ®[2) +[1) ©[0) +[0) @ [0) = [1) @ |=2)).

Si se van haciendo los pasos poco a poco sera facil tomar intuicién del funcionamiento de las caminatas
cuanticas y permitird un mejor entendimiento de las siguiente secciones.

2 Implementacién

2.1 Procedimiento para encontrar distribuciones de probabilidad

Antes de poder entrar de lleno en la implementacion exacta del paquete con el que se encuentran las
distribuciones de probabilidad vamos a explicar el procedimiento matemaéatico exacto en el que se inspira el
codigo.

1. Definir el vector de estado que defina nuestro estado inicial:
[¥)o -
2. Realizar tantos pasos de evolucién como se requiera:
[y =U" |1/J>o :
3. A continuacién, se calculara la matriz de densidad de la evolucién de la caminata cudntica:

p =Xl

4. Una vez que tenemos la matriz de densidad, calculamos la matriz de densidad reducida solamente del
espacio de la posicién:
px = Trc(p).

11



5. A partir de eso, extraemos los elementos de la diagonal de la matriz de densidad reducida, pues estos
representan las probabilidades de medir cada |z):

v = ZPiPXPia

dénde P; son los proyectores en el espacio de la posicion.

6. Finalmente, v es el vector que contiene la distribucién de probabilidad de la caminata.

2.2 Detalles de implementacion

La implementaciéon numérica se aprovecha de las funciones del dlgebra lineal de Mathematica. El problema
con esta implementacién es que limita desde el inicio el tamafio de los espacios vectoriales con los que vamos
a trabajar?.

No obstante, la ventaja es que no se tiene que re-alocar listas por el cambio de tamafio. Por otro lado, es una
ventaja que Mathematica tiene funciones de algebra lineal que estan optimizadas.
2.2.1 Inicializacién de la caminata

Para lidiar con los problemas mencionados se crearon rutinas de inicializacién para la caminata cuantica,
estas rutinas son:

1. InitializeDTQW([c,z]

Esta rutina configura las variables globales correspondientes al tamano del espacio de la moneda ¢ y de
la posicién x. Estas variables globales se aseguran de que todos los vectores y operadores utilizados en
la caminata tengan los tamanos correctos.

2. MakeCoinl[r,6,¢]

Crea el operador de la moneda parametrizado por 7, 6 y ¢.
3. MakeShift[]

Este operador implementa un operador de shift de una caminata DTQW de tamano adecuado.
4. MakeUnitary[]

Implementa la transformacién unitaria en términos de los operadores de moneda y shift.

2.2.2 Procedimiento de la caminata
Para facilitar la generaciéon de resultados se implementaron rutinas que se encargan de esto.
1. VectorState[v]

Esta funcién se utiliza como cabecera que nos permite validar que una expresion v es un vector de
estado. Para hacer la notacién de vectores de estado independiente del tamano de los espacios de Hilbert
se utiliz6 una notacién unificada. En esta notacién v es {{al,c1,x1},...,{an,cn,xn}} , dénde cada

ai representa las amplitudes de probabilidad del vector y los ci y xi los vectores de cada uno de
los espacios.

2. DTQW2[sg,n]

Realiza n pasos de la DTQW con estado inicial sg, cabe mencionar que esta devuelve como resultado
un vector estandar de Mathematica. Es importante que n < (z — 1)/2 cuando la posicién inicial es |0),
pues si no la simulacién puede no corresponderse con un proceso fisico.

3. MatrixPartialTrace[M,i,{Ny,...,N;}]

Calcula la traza parcial de el i-ésimo espacio con tamano N; aplicado a la matriz M.

4La complejidad computacional de la multiplicacién matricial es mayor a O(n?), con n el tamaiio de la matriz.
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2.3 Ejemplo de cédigo

Veamos un ejemplo calculando la distribucién de probabilidad de una caminata cuantica con el estado inicial
[¥)o = |+y) ®10).

dimensions = {2, 201};

InitializeDTQW @@ dimensions;

MakeCoin[1/2, 0, 0];

MakeShift[];

MakeUnitary[];

psipy0 = VectorState[{{1/Sqrt[2], O, 0}, {I/Sqrt[2], 1, 0}}];
rhopy0 = #.ConjugateTranspose[#] &@ DTQW2[psipyO, 100];
probpy0 = Diagonal@MatrixPartialTrace[rhopyO, 1, dimensions];

En este cédigo se siguen todos los pasos necesarios para calcular la distribucién de probabilidad de una
DTQW de 100 pasos. Se definen las dimensiones de los espacios 2 y 201, se realizan las inicializaciones
adecuadas, en la linea 6 se define el estado inicial, en la linea 7 se calculan 100 pasos de la DTQW junto
a su matriz de densidad y finalmente, en la linea 8, se calcula la matriz de densidad reducida y extraen la
probabilidades.

3 Resultados

En este capitulo se presentan los resultados en distintas secciones, siguiendo el orden en el que se fueron
generando.

3.1 Validacién de resultados

A modo de poder validar el c6digo realizado, los primeros resultados se encaminaron a reproducir distribuciones
de probabilidad ya bien conocidas en la literatura. Primero, empezamos generando las figuras 4 y 5, las cuales
corresponden con caminatas cudnticas de 100 pasos que inician en la posicién |0) y con monedas |0) y 1),
respectivamente

[9)o =100©10) vy |¥)y=10)@[1).

En estas dos figuras es, en mi opinién, especialmente interesante notar la asimetria provocada unicamente
por realizar un cambio en el estado inicial de la moneda.

= 0120 = 012

> [ >

=X 0.10f = 0.10f

Gl : 2

- 0.08; - 0.08f

= 0.06 < 0.06

;{E 0.04 § 0.04]

o% 0,02§ \ Q:? 0.02F j

0.00% ‘ ‘ ‘ 0.00 - - -
~100 50 0 50 100 ~100 ~50 0 50 100
Posicién |z) Posicién |z)

Figura 4: Distribuciéon de probabilidad de 100 pasos Figura 5: Distribucién de probabilidad de 100 pasos
de una DTQW con estado inicial [1), = |0) ® |0). de una DTQW con estado inicial [1), = [1) ® |0).

5Son 201 dimensiones para tener desde -100 hasta 100.
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Estos dos resultados nos permitieron validar el c6digo generado, pues nuestros resultados concuerdan con los
citados por Venegas-Andraca [10]. Esto nos permite tener la certeza que los resultados generados con nuestro
método numeérico son consistentes con la literatura.

Otro anélisis interesante que se desprende de estos primeros resultados es su falta de simetria; pues el andlogo
clasico de las caminatas cuanticas, las caminatas aleatorias, cuando se encuentran balanceadas producen
una distribucion de probabilidad simétrica. Esto se puede observar en la figura 6. La razén por la cual se da
la asimetria de la caminata cuantica radica en la propiedad de los sistemas cuanticos de interferir consigo
mismos. Estas interferencias constructivas y destructivas se producen de tal modo que dirigen la caminata
cuantica hacia uno de los lados y van disminuyendo las probabilidades en las areas centrales.

0.08f T T AT T T T T T
0.061 |
0.04" ]

0.02- .

Probabilidad P(z)

R0 ————" U U, S N—
100 50 0 50 100

Posiciéon x
Figura 6: Distribucién de probabilidad de 100 pasos de una caminata aleatoria clasica balanceada.

3.2 Superposiciones en la moneda

A partir de estos primeros resultados, en los que vemos una dependencia importante del estado inicial de la
moneda, se hace especialmente interesante saber qué sucedera al usar como estados iniciales de la moneda
que sean una superposicion de la base computacional. Los primeros estados que llamaron la atencién después
de haber probado con la base canénica de un qubit, {|0),|1)}, fueron las otras dos bases usuales {|+),|—)} v
{|+y),|—y)}. La razén por la que usamos estas bases es por ser las eigenbases de las matrices de Pauli, las
cuales representan las bases para representar estados de sistemas de espin 1/2.

De la simulacién para |+) y |—) obtenemos resultados muy similares a los de |0) y |1), como se puede ver
en las figuras 7 y 8. Este resultado es anti-intuitivo a primera vista, si los estados |0) y |1) hacfan tender la
distribucién de probabilidad hacia derecha e izquierda respectivamente, parece coherente pensar que una
superposicién entre estos podria dar lugar a una distribucion simétrica. La razén por la cual la asimetria se
mantiene estd en el comportamiento del operador moneda, pues C'|+) = |0) y C'|—) = |1). Esto hace que
el primer paso de la caminata en vez de avanzar hacia la dispersiéon de la caminata cudntica, prepare a la
caminata a un estado muy similar al de las caminatas anteriores. En los siguientes cdlculos podemos ver la
evolucién del estado |0) ® [0) ent =1y |[+) ® |0) en t = 2:

Caminata con [¢), = [0) ® |0) (un solo paso)
U(l0) ®10)) = S(|+) ®[0)),
= =510+ 1) @ [0},

S5(10) ® [0) +[1) @ [0)),

S-S

2
1

(10) @ 1) + 1) @ [-1)).

=

2
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Caminata con [¢), = [4+) ® |0) (dos pasos)

U*(|+) ® |0)) = US(|0) ® [0)),
=U(|0) ® [1)),
=S(+) ® (1)),
1
= —S[(|0) + [1)) @ |1)],
7 [(10) + 1)) @ [1)]
1
= —S(0Y®@|1) + 1) @ [1)),
7 (10) ® 1) + 1) ® [1))
1
= (|0 ®12) + 1) ® |0)).
\/§(| ) ®@12) + 1) ®10))
= 012 1 = o1z -
> [ >
= 0.0) | =010 f
?é 0.08; | g 0.08f ]
T 0.06f < 0.06F :
;{E 0.04] ;; 0.04]
E 0.02; o% 0.02F
0.00* 0.00%
- ~100 50 0 50 100
Posicién |z) Posicién |x)

Figura 7: Distribuciéon de probabilidad de 100 pasos Figura 8: Distribucién de probabilidad de 100 pasos
de una DTQW con estado inicial [¢), = [+) ® [0).  de una DTQW con estado inicial |¢), = |-) & |0).

Como se puede ver, aunque las evoluciones no son idénticas, si tienen formas muy similares con un paso
temporal de diferencia entre ellas.

Por otro lado, la simulacién para |+,) ® |0) y |—,) ® |0) nos da resultados completamente distintos a los
vistos anteriormente, como se puede ver en las figuras 9 y 10. Al contrario que los dos casos anteriores en
donde las distribuciones de probabilidad siempre se encontraban tendidas hacia alguno de los lados. De hecho,
cada una al contrario que su pareja, estas son simétricas e idénticas entre si.

El que esta simetria ocurra en este caso particular es debido a la presencia de la unidad imaginaria en el
segundo término de la superposicién de |+, ), esto es por que el cambio de signo que da i? evita la interferencia
destructiva en alguno de los lados de la caminata. La simetria de estos estados hara que sean opciones muy
utiles cuando queramos realizar distintas simulaciones en el futuro que presenten comportamiento simétrico.

3.3 Superposiciones en la posiciéon

Los resultados anteriores motivan investigar también el comportamiento de las caminatas cudnticas al
encontrarse con superposiciones en el sistema de la posicién. Desde el punto de vista fisico, cambiar el estado
de posicién se puede interpretar como iniciar la caminata cudntica en una posicion distinta a cero; en este
sentido, nos interesa saber cual serd el comportamiento ante superposiciones en este.

Antes de iniciar las simulaciones con superposicién se decidié tomar un estado inicial en la posicién para usar
en cada uno de los ejemplos, en este caso se tomé |¢) = (|20) +|—20))/+/2. Por ahora tomaremos tinicamente
estados con superposicién en el sistema de la posicion. Los resultados se pueden ver en las figuras 11 y 12,
de estas gréaficas podemos observar, ademés de la inclinacion ya caracteristica de los estados iniciales de la
moneda, que las distribuciones de probabilidad tienen dos méaximos. Estos méximos ademas se encuentran
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0.081 0.08 : :
= =
< 0.06 1 < 006} ]
s s
T 0.04] T E 004t |
T I T
Bl g
T 002 12 o002 ]
: 2
ol 3 [a W
0.00 0.00 . ' .
~100 ~50 0 50 100 ~100 ~50 0 50 100

Posicién |z) Posicién |x)

Figura 9: Distribuciéon de probabilidad de 100 pasos Figura 10: Distribucién de probabilidad de 100 pasos
de una DTQW con estado inicial [1), = [4+,) ®(0).  de una DTQW con estado inicial |¢), = |—,) ® |0).

separados 40 posiciones en |z), lo que se corresponde a la separacién inicial; lo que parece apuntar a que una
caminata cudntica con superposicion en la posicién equivale a miiltiples caminatas ocurriendo a la vez.

CHPUN: £
— 0.10] 1 = 0.10f
& i X
& 0.08f 1 B 008}
T 0.06 1 0.06f
= i g
= 0.047 1 B 0.04f
E [ I
S 0.02} 12 0.02}
A [ A
0.00k ‘ : ‘ : 0.00E : : : :
~100 50 0 50 100 ~100 50 0 50 100
Posicién |z) Posicién |x)

Figura 11: Distribucion de probabilidad de 100 pasos Figura 12: Distribucién de probabilidad de 100 pasos
de una DTQW con estado inicial 1), = |0) & |¢). de una DTQW con estado inicial 1), = [1) ® |¢).

Asumiendo que lo anteriormente mencionado sea cierto, este comportamiento deberia observarse también al
usar |+,) en la moneda. Para este estado inicial deberfamos ver 4 maximos los cuales también se encuentren
separados por 40 espacios en la posicion. El resultado de la simulaciéon puede verse en la figura 13 y cumple
con todo lo mencionado, esto es coherente con las interpretaciones previamente dadas.

3.4 Estados entrelazados

Hasta ahora las interpretaciones de los resultados han sido bastante sencillas, ya que no es tan dificil
imaginar equivalentes clasicos a los estados producto que hemos usado hasta ahora. Podemos resumir que, las
superposiciones en la moneda implican movimiento en distintas direcciones a la vez y que las superposiciones
en la posicién son miltiples caminantes moviendose a la vez. A partir de esto, nos preguntamos cudl serd el
comportamiento de la caminata cuando tengamos estados entrelazados. Para estas simulaciones usamos los
estados iniciales (|0) ® |—20) + 1) ®]20))/v2 vy (|0) ® [—20) + 4 |1) ® |20))/v/2.

La interpretacién de las figuras 14 y 15 es menos clara, sin embargo si se observa que mantienen bastante
bien las propiedades mencionadas anteriormente; sea los 4 maximos con separacién de 40 espacios entre los
dos de cada lado.
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Probabilidad (z|px|x)

0.06]
0.05°
0.04"
0.03"
0.02
0.01°
0.00"

-100

-90

0

Posicion |x)

Figura 13: Distribucién de probabilidad de 100 pasos de una DTQW con estado inicial |¢), = |[+) ® |¢).

—~ 0.08 ] 0.07F ' ' :
2 =
- = 0.06f 1
& 0 &
5 006 - 0.05f ]
o 0.04¢ ]
Z0.04] 1 B
= = 0.03f 1
= 2
< i ] = 0.02f ]
£ 002 E
[ ] [al
0.00 : 0.00E - - - :
-100 -50 0 50 100 ~100 _50 0 50 100

Posicién |z) Posicién |z)

Figura 14: Distribucion de. p.r(?babilidad de 100 pasos Figura 15: Distribucién de probabilidad de 100 pasos
de una DTQW con estado inicial [¢), = (|0) ®[=20)+  de una DTQW con estado inicial [v), = (]0) ®|—20) +
1) ® [20))/v2. i[1) ®[20))/v/2.

3.5 Tablas de probabilidad

Finalmente para que el lector pueda examinar mas facilmente las distribuciones de probabilidad y se
familiarice aun més con el comportamiento de las caminatas cudnticas se elaboraron tablas con los valores de
la distribucién de probabilidad® para los primeros 6 pasos de las mismas.

En las figuras 16 y 17 podemos apreciar como empiezan a aparecer asimetrias desde el paso 3 de la caminata,
cada una orientada hacia el lado que lo hacian sus gréaficas igualmente.

En las figuras 18 y 19 resulta ver mas facil como se desplazan en una unidad temporal y espacial las caminatas
respecto a las de 16 y 17 respectivamente.

Por tltimo observamos la figura 20, la cual al ser idéntica a la del estado inicial [¢), = [—,) ® |0), qued6 en
representacién a ambas. En esta ultima figura podemos apreciar, ahora si el comportamiento simétrico que
exhibia su grafica respectiva.

6A las que me gusta llamar tridngulos de Pascal cudnticos, en analogia con la distribucién de probabilidad de las caminatas
aleatorias balanceadas.
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t\e | [9) |-5) I-4) -3) I-2) - 9 Y 12 13) |4) |5) |e)
0 0. 0. 0] 0. 0. 0 1. (0] 0. 0. 0 [°] 0
1 0. 0. 0] 0. 0 0.5 0. 0.5 0] 0. 0] 0] 0
2 0. 0. 0 0. 0.25 0 0.5 o 0.25 0. 0 0 0
3 0. 0. [¢] 0.125 [¢] 0.125 0. 0.625 [¢] 0.125 [¢] [¢] 0
4 0. 0. 0.0625 0. 0.125 0. 0.125 0. 0.625 0. 0.0625 [¢] 0
5 0. 0.03125 0. 0.15625 0. 0.125 0. 0.125 0. 0.53125 0. 0.03125 0.
6 |0.015625 6.  0.15625 6.  0.078125 6.  0.125 0.  0.203125 0.  0.40625 0.  0.015625
Figura 16: Tabla de probabilidad para [¢), = [0) ® |0).
|we=2. 0)
t\p | |9 |-5) -4) -3) I-2) -y 9 Y 12 13) |4) 15) l6)
0 0. 0 0. 0 0. 0 1. 0 0. 0. 0 0 0.
1 0. 0 0. 0 (0] 0.5 0. 0.5 0 0. 0 0] 0.
2 0. 0 0. 0 0.25 0 0.5 [0] 0.25 0. 0 0. 0.
3 0. 0 0. 0.125 0 0.625 0.  0.125 0. 0.125 0. 0 0.
4 0. 0. 0.0625 0. 0.625 0. 0.125 6. 0.125 0. 0.0625 0 0.
5 0. 0.63125 0.  0.53125 0. 0.125 0.  0.125 0. 0.15625 0.  0.03125 0.
6 0.015625 0. 0.40625 0. 0.203125 0. 0.125 0. 0.078125 0. 0.15625 0. 0.015625

Figura 17: Tabla de probabilidad para [1), = |1) ® |0).

4 Conclusiones y trabajo futuro

4.1 Conclusiones

Este trabajo de practicas sirvié para introducir el marco teérico necesario para el estudio de las caminatas
cuanticas discretas; aunque el trabajo se orienté especialmente a las DTQW, se obtuvo la experiencia
necesaria para abordar otros modelos de caminatas cudnticas. Se estudié el formalismo de la matriz de
densidad, el cual nos ayuda a representar estados méas generales aun que el formalismo de los vectores de
estado. Este es especialmente 1til en el estudio de caminatas cuanticas ya que, al ser estas el resultado de la
interaccion entre los sistemas de moneda y posicién, nos permite tomar unicamente el resultado de la dindmica
en el sistema de posiciéon. Por otra parte, el estudio de los modelos de caminatas cuanticas nos permitié
obtener los conocimientos necesarios para comprender el funcionamiento del modelo y poder implementarlo
posteriormente.

[we=l+ o)
t\p | [-6) [-5) |4 |-3) -2 ) ey B |4) |3) |6)
0 0. 0. [0] 0. 0. 0. 1. 0] 0 0. 0. 0] 0.
1 0. 0. 0] 0. 0. 0] 0. 1 0 0. 0] 0.
2 0. 0. 0] 0. 0. 0] 0.5 0] 0.5 0 0. 0] 0.
3 0. 0. 0. 0. 0 0.25 0. 0.5 0 0.25 0. 0 0
4 0. 0. [0] 0. 0.125 0. 0.125 0] 0.625 0. 0.125 0. 0
5 0. 0. 0] 0.0625 0. 0.125 0. 0.125 0. 0.625 0. 0.0625 0
6 0. 0. 0.03125 0. 0.15625 0. 0.125 0. 0.125 0. 0.53125 0. 0.03125

Figura 18: Tabla de probabilidad para [¢), = [+) ® |0).
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t\p| |6 |-5) |-4) -3 2 ) o) 1) 2) |3) 4[5 )
0 0 0. 0. 0. 0. 0. 1. 0. 0. 0. 0 0. ©
1 0 0. 0. 0. 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0 0. ©
2 0. 0. 0. 0.5 0. 0.5 0. 0. 0. 0. ©
3 0. 0. 0. 0.25 0. 0.5 0. 0.25 0. 0. 0. 0. ©
4 0 0. 0.125 0. 0.625 0. 0.125 0. 0.125 0. 0 0. ©
5 0 0.0625 0. 0.625 0. 0.125 0. 0.125 0. 0.0625 0 0. ©
6 | 0.03125 0. 0.53125 0. 0.125  oO. 0.125 0. 0.15625 0. 0.03125 0. 0
Figura 19: Tabla de probabilidad para [¢), = |—) ® |0).
| o=+ ©)
t\p [-6) |-5) [-4) [-3) [-2) -3 o) [1) [2) [3) 4) [5) |6)
0] 0. 0. ] 0. 0. 0. 1 ] 0. 0. 0] [0] 0]
1 0. 0. 0. 0. 0. 0.5 0 0.5 0 0. 0 0 0
2 0. 0. 0 0. 0.25 0. 0.5 0. 0.25 0. 0 0 0
3 0. 0. 0. 0.125 0. 0.375 [¢] 0.375 0. 0.125 0. [¢] [¢]
4 0. 0. 0.0625 0. 0.375 0. 0.125 0. 0.375 0. 0.0625 0 0]
5 0. 0.03125 0. 0.34375 0. 0.125 0. 0.125 0. 0.34375 0. 0.03125 0.
6 | 0.015625 0. 0.28125 0. 0.140625 ©.  0.125 0.  0.140625 0. 0.28125 0. 0.015625

Figura 20: Tabla de probabilidad para [¢), = |+,) ® |0).

Ademas de eso se elabor6é un paquete en Mathematica con el cual se realizaron los cdlculos mostrados en
la seccion de resultados. El cédigo se realizé6 de manera que sea facil de usar, facilmente extensible para
trabajo futuro y lo mas modular posible; de este modo es posible experimentar con distintos estados iniciales
y producir rapidamente resultados para estudiar.

Finalmente, del estudio de las distribuciones de probabilidad conseguimos bastantes conclusiones relativas al
comportamiento de las caminatas cuanticas respecto a sus condiciones iniciales. En particular mencionaremos
como afectan las superposiciones en cada uno de los espacios.

Para las superposiciones en la moneda encontramos que estos actian como las direcciones de movimiento en
cada paso temporal de la caminata y es necesario tener un operador que superponga el estado de la moneda
en todas las direcciones para que la caminata se disperse por todo el espacio. Esto no implica que todas las
superposiciones con las mismas amplitudes de probabilidad lleven a la misma distribucién.

Para las superposiciones en el estado de la posicion encontramos que el nimero de superposiciones equivale al
niumero de caminantes simultaneos en este proceso, cosa que concuerda con el modo de dispersién que tienen
las caminatas.

4.2 Trabajo futuro

Como trabajo a futuro se propone un trabajo de grado orientado a mantener el estudio de las caminatas
cuanticas, pero mejorando un modelo de evolucién por uno mas general que las evoluciones unitarias; el
llamado formalismo de canales cuanticos. Este trabajo requerird una nueva implementaciéon que no solo
cambie el modelo de evolucién, de evolucién con operadores unitarios a canales cuanticos, sino que también
requerird que los estados iniciales sean matrices de densidad en vez de vectores de estado. Esto abrira las
posibilidades de investigacién al poder usar también estados mixtos como estados iniciales.

Otra oportunidad de mejorar el trabajo actual se encuentra en la topologia de espacio de posicién. Cuando
hablamos de la topologia del espacio de posicién nos referimos al ntimero de estados de la posicién y como
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estos se encuentran conectados entre si (e.g. un circulo, una rejilla, etc). Esto es por que experimentalmente
la mayoria de caminatas ocurren en espacios mucho méas pequenos y con distintas condiciones de frontera.
Con estos cambios podriamos obtener simulaciones més cercanas a resultados experimentales para hacer
comparaciones entre estos.
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